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Vorwort. 


Bekanntlich ist es für die algebraischen Funetionen von 
fundamentaler Wichtigkeit, dieselben nicht jede einzeln für 
sich, sondern, wo es möglich ist, alle aus einer (irreductibeln) 
algebraischen Gleichung entspringenden in ihrer Zusammen- 
gehörigkeit zu betrachten. In vielen Fällen wird durch 
diesen Kunstgriff allein die eigentliche Schwierigkeit der 
algebraischen Irrationalität geradezu aufgehoben, indem die 
symmetrischen Functionen aller Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung rationale Functionen der Üoefficienten der Gleichung 
werden *). 

Ebenso wichtig erweist es sich für das Studium, ins- 
besondere für die Darstellung der transcendenten (nichtalge- 
braischen) Functionen, alle diejenigen als zusammengehörig 
der Betrachtung gleichzeitig zu unterziehen, welche unter- 
einander selbst oder deren Argumente untereinander in alge- 
braischer Verwandschaft stehen. Viele Eigenschaften der 
Functionen treten dadurch viel klarer, übersichtlicher, ver- 
wendbarer hervor; aber auch viele Eigenschaften können 
nur auf diese Weise allein zum Vorschein kommen, 
ja viele und sehr wichtigeyBigenthümlichkeiten entstehen 
begrifflich erst durch die gleichzeitige Betrachtungs- 
weise der zusammengehörigen „Gofunetionen“. Diese 


*) Dieses längst gefühlte und theils bekannte Princip ist eben als 
Princip mit seinen äussersten Consequenzen durch die Arbeiten von 
Kronecker und seinen Schülern zur vollen Durchführung gelangt. 

af 
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Thatsache wurde bereits empfunden bei und seit der Ent- 
stehung der trigonometrischen, der ersten der überhaupt exi- 
stirenden transcendenten Functionen: zum Sinus musste man 
sich gleichzeitig den Cosinus bilden und sie beide als 
„Cofunetionen“ betrachten. Die algebraische Cofunc- 
tionalität kommt hierbei entweder in Gestalt einer alge- 
braischen Relation zweiten Grades (mit zwei Unbekannten) 
mit rationalen Coefficienten u? + v? — 1 = 0 zum Vorschein, 
welche beide Cofunctionen zusammen identisch befriedigen, 
wenn man u= sing, v = cosg setzt; oder auch als das 
sogenannte algebraische Additionstheorem, welches zwischen 
den Cofunctionen verschiedener Argumente, wie 


sin (x + y) = sin cosy + siny cosg 
cos (x + y) = 608% cosy + sin v sin y 


stattfindet. Oder endlich auch als lineare homogene 
Relation zwischen cosg, sing einerseits und e”, e'* anderer- 
seits. 

Diese letztere Relation (aus der die ersteren leicht folgen) 
verdient, als einfachere, als lineare homogene, den Vorzug. 
Aus dieser ersieht man aber auch sofort, dass aus derselben 
Exponentialfunction noch andere Cofunctionen, wie z. B. 
die hyperbolischen, als lineare homogene Functionen von 
e und ez und die allgemeineren als lineare homogene 
Functionen von 
ee, nr SECH Er 
folgen, wenn r„ eine primitive Wurzel von am — 1 = 0 
bedeutet. 

Dieses Princip kommt als solches, als Princip 
zur Geltung, wenn man allgemeiner aus irgend 
einer Function f (x) (als „Hauptfunction“ an- 


statt œ) solche n lineare homogene Functionen 
von 


f (œ 2), f(e, æ), Ge i fin, 12) 
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als Cofunctionen bildet, zwischen denen selbst 
keine lineare homogene Relation besteht, wobei 


Go: Di: ...,. Un—1 


Wurzeln einer „determinirenden“ allgemeinen 

(irreductibeln)algebraischen Gleichung nt Grades 
d(x) = 0 

bedeuten. 

Man wird natürlich durch dieses Princip keine Erweiterung 
des Gebietes der transcendenten Functionen erwarten können, 
es werden durch dasselbe keine neuen Transcendenten aus 
algebraischen Functionen geschaffen, sondern die algebraisch 
verwandten einer bereits vorhaudenen Transcendenten werden 
gleichzeitig in Betracht gezogen. Aber diese Betrachtungen 
sind nicht minder wichtig als die der trigonometrischen 
Funetionen neben der Exponentialfunetion, oder die der 
symmetrischen Functionen für die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung, oder die Zurückführung der Betrachtung einer 
algebraischen Grösse auf diejenige einer rationalen, 
indem mit jener die ihr algebraisch conjugirten gleichzeitig 
in Betracht gezogen werden. 

Es erweist sich, wiemanim vorliegenden Werke 
ersehen wird, dieNützlichkeit der Üofunctionen 
insbesondere theils für die Darstellung und theils 
für die Entdeckung von Eigenthümlichkeiten 
solcher Functionen, welche durch gewisse Glei- 
chungen (algebraische, oder Differentialgleichungen) 
definirt werden. 


Die Wahl einer speciellen determinirenden Gleichung, 
wie etwa der binomischen an — 1 = 0, hat, wo es nützlich 
ist, genau denselben Sinn wie die in der Analysis oft an- 
zutreffende Zurückführung auf Normaltypen. 

Ebenso und zuweilen mit grösserem Vortheil kann man 
eine andere Abel’sche Gleichung zu Grunde legen; zuweilen 
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wird es vortheilhafter sein, eine Geichung mit lauter reellen, 
aber von einander verschiedenen Wurzeln zu Grunde zu legen. 
Auch die Irreductibilität ist nicht durchaus nothwendig; nur 
wird man, wenn eine reductibele Gleichung als determinirende 
genommen wird, als Fundamentalsystem die Cofunctionen 
erst — wenn z. B. Gruppen von gleichen Wurzeln vorhanden 
sind, gruppenweise — mit gewissen ganzen Functionen 
multiplieiren. Für verschiedene Fragen ist es sogar zweck- 
mässig, ein System von verschiedenen Normaltypen gleich- 
zeitig zu Grunde zu legen; auch kommt es vor, dass mehr 
als eine Hauptfunction nothwendig wird. Indess schien es 
angemessen zu sein, den ersten Fall z” — 1 = 0 zuerst mit 
grösserer Ausführlichkeit und ausschliesslich zu behandeln 
und erst später auf jene Erweiterungen einzugehen, wiewohl 
in manchen Fällen andere Wahlen gewisse Complicationen 
beseitigt oder Beschränkungen leichter aufgehoben hätten. 

_ Seit der Entstehung dieser Gedanken sind dem Verfasser 
bereits mehr denn zwölf Jahre verflossen. (Der Vortrag 
„Gegenseitigkeit von Partial- und circumplexen Functionen 
und Reihen“ ist am 19. Sept. 1879 gehalten und im Tage- 
blatt der Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte 
erschienen.) In dieser Zeit hat sich wohl das Gebiet der 
Anwendungen bedeutend erweitert; erwähnenswerth dürften 
folgende sein: 

1. Einheitliche Lösung der algebraischen Gleichungen der 
ersten vier Grade und einiger speciellen Gleichungen. 
(Doctordissertation 1880; Abschnitt III des gegen- 
wärtigen ersten Bandes.) 

2. Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichun- 
gen der Fuchs’schen Classe, von einem Gesichtspunkte 
ausgehend, der eine Erweiterung für eine analoge 
Classe nichtlinearer Differentialgleichungen ermög- 
licht. (Vorlesungen in verschiedenen Semestern, zum 
erstenmal im Sommersemester 1884 gehalten an der 
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Universität zu Heidelberg; Abschnitte VI und VII des 


gegenwärtigen I. Bandes.) 

3. Darstellung der Wurzeln einer allgemeinen alge- 

braischen Gleichung mit constanten, oder variabeln 

. Coeffieienten, mit Hülfe von Cofunctionen aus Potenz- 
reihen; mit vollständiger Durchführung einiger Bei- 
spiele: a) binomische Gleichungen, b) Gleichungen der 
ersten fünf Grade, ce) trinomische Gleichungen. (Habili- 
tationsschrift 1883; Abschnitt VIII des gegenwärtigen 
Bandes.) 

4. Darstellung der Integrale einer Classe nichtlinearer 
Differentialgleichungen in der Umgebung eines Punktes, 
für welchen die Coeffieienten unendlich, oder un- 
bestimmt werden, mit Hülfe von Cofunctionen zweiter 
Stufe. (Vorlesungen, gehalten im Sommersemester 1885, 
Wintersemester 1886—87; die letzten Abschnitte dieses 
Bandes.) 

5. Uebertragung einiger Begriffe auf das Gebiet der Zahlen- 
theorie: „arithmetische Cofunetionen“. (Begrün- 
dung zum erstenmal in diesem Bande aufgenommen.) 

Dagegen kann sich der Verfasser keineswegs der Ueber- 
zeugung verschliessen, dass auf jedem einzelnen der genannten 

Gebiete noch gar viel geschehen müsste, um gewisse funda- 

mentale Fragen abgerundet zu beantworten, um manche 

unnöthige Complication in Form und Inhalt zu beseitigen, 
um manches Nebensächliche wegzulassen und manches wesent- 
lich Fehlende hinzuzufügen. Gerade die Beschäftigung mit 

Erweiterungen des Gesichtskreises, welche sich von selbst 

aufdrängten und mit Prineipien*), welche ursprünglich sich 


*) Besonders erwähnenswerth ist das Prineip allgemeiner alge- 
braischer und analytischer Iterationen, welches (wie ich theils gezeigt 
und theils noch zeigen werde) berufen ist, neue Transcendenten in die 
Analysis einzuführen und sogar, wie ich zeigen werde, als natürliche 
Quelle der Transcendenten überhaupt aufgefasst werden kann, 
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aus jenen entwickelten, später aber selbstständig wurden und 
sich bedeutend ausdehnten, war es zum Theil, zum Theil 
auch mancher harte Schicksalsschlag des Lebens, welche es 
dem Verfasser bisher unmöglich machten, gar Manches, was ; 
er gewünscht hätte, zu einer Abrundung beizutragen.. 

Trotzdem entschloss ich mich endlich — nach langem 
Zögern, aber auch nach reiflicher Ueberlegung — zur Ver-- 
öffentlichung. 

Wenn unbefangene Gelehrte nur finden sollten, dass (von 
Nebensächlichem wie etwa Benennungen und Bezeichnungen 
abgesehen) in der Hauptsache doch ein gesunder methodischer > 
Kerngedanke vorhanden sei, weleher sich für die Mathematik 
fruchtbar machen lässt, so würde auch diese Anerkennung mir ` 
schon Belohnung genug sein. 


Heidelberg, December 1891. 


Der Verfasser. 
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DARSTELLUNG DER WURZELN EINER ALLGEMEINEN 
ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG az GRADES 


MIT HÜLFE VON 


COFUNCTIONEN AUS POTENZREIHEN 


IN ELEMENTARER BEHANDLUNGSWEISE. 
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Erinnerung an einige frühere Ergebnisse, welche für die 
Folge wichtig sind*). 

a) Nachdem ich gezeigt habe, dass die Beziehungen, 
die zwischen den coordinirten Cofunctionen obwalten, eine 
einheitliche Lösung algebraischer Gleichungen der ersten vier 
Grade sowohl, wie die einiger Gleichungen von ganz specieller 
Natur (der Gleichungen mit lauter gleichen Wurzeln und 
binomischen Gleichungen, die den einfachsten Fall von solchen, 
welche lauter verschiedene Wurzeln haben, bilden) in der 
natürlichsten Weise lieferten, will ich nunmehr zeigen, wie 
dieselben Beziehungen auch für den allgemeinsten Fall einer 
Gleichung wier Grades mit variablen Coefficienten als natür- 
lichster Ausgangspunkt zur Lösung dienen können, wenn die 
Lösung auch, natürlich, nicht mehr in geschlossner Form 
(nach dem Abel’schen Beweise ist ja dieses ohne Einführung 
von Transcendenten schlechterdings unmöglich), sondern in 
Form von Potenzreihen zum Vorschein kommt. 

b) Es sei die Gleichung wie Grades nach z in der Form 


(4) F(e, x£) = e + pa (2) t + pr (2) -2 +- 
++ 91(2)2 + po (2) = 0 


*) Es sind dieses Ergebnisse einer früheren Arbeit des Verfassers, 
welche unter dem Titel „Lineare homogene Cofunctionen“ von 
der Facultät der Univ. Heidelberg als Doctor-Dissertation genehmigt 
wurde, zuerst im Russischen vollständig und darauf im Deutschen, 
als Vortrag zu Salzburg, vorläufig nur im Auszuge erschienen war; 
nunmehr aber ausführlich mitsammt dem gegenwärtigen Abschnitte, 
der 1883 als Habilitationsschrift diente, in diesem Werke unter An- 
derem aufgenommen wird. Die in dieser Einleitung gegebene kurze 
Repetition dürfte ausreichen, damit das Folgende für sich allein gelesen 
werden könnte. 

H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 1 
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gegeben, wobei die Üoefficienten von 2 gewisse Potenzreihen 
einer Variabeln x, von der Form 


p: (£) = aro F Ori 8 F r2 + + eent +: 

sein sollen, indem E einen der n ganzzahligen Werthe 
k = 0, 1,2,- n — 1 

annimmt, und die Grössen «;, ganz beliebige Constanten 
sind, welche jedoch der Bedingung genügen, dass sämmtliche 
pı (x) in einem und demselben Gebiete von x in der Um- 
gebung von x =Q (oder ebenso für die Umgebung des Punctes 
x = b, wenn die Potenzreihen gei — b) nach Potenzen von 
æ— b fortschreiten) convergent*) sind. Wir können uns 
dann auch hier, ganz analog, wie wir es bei Gleichungen 
der ersten vier Grade mit constanten Coefficienten gethan 
haben, die Frage stellen, ob und unter welchen Umständen 
man mit Hülfe unserer Fundamentalformeln für die sym- 
metrischen Functionen der Cofunctionen eine Potenzreihe 


(u) fa) =a t+ asr t ar H -H aa ks 
als Hauptfunction derart bestimmen kann, dass entweder die ` 
n eircumplexen**) Functionen ais Classe 


GE E 7 frie), (h = 0, 8 2, u N — 1), 


*) Zur Vermeidung unnöthiger Complicationen wollen wir ein für 
allemal die Voraussetzung machen, dass überall, wo wir mit unendlichen 
Reihen zu operiren haben, solche gemeint sind, bei denen die Reihen 
der Moduli convergent sind, wenn nicht das Gegentheil gesagt werden wird. 

**) Diese Benennung habe ich in meinen bereits früher genannten 
und in anderen Schriften eingeführt. Obgleich dieselbe nicht als eime 
glückliche zu bezeichnen ist, so habe ich mir dennoch erlaubt, dice- 
selbe in der gegenwärtigen Abhandlung beizubehalten, um hierdurch 
etwaige für das Verständniss des Zusammenhangs mit meinen früheren 
Arbeiten entstehende Schwierigkeiten zu vermeiden. 

Uebrigens habe ich in der Einleitung zu den ersten Abschnittesn 
des oben angeführten Werkes $ 1 diese Benennung dadurch gerechit- 
fertigt, dass „circumplex‘‘ eigentlich synonym ist mit „complex“, umd 
die sogenannten complexen Grössen bilden ja nur einen speciellen Faill 
von den Unsrigen für n = 4, day — 1 eine primitive Wurzel von 

a—1=0 
ist. Ausserdem sollte noch „circum“ an den Kreisumlauf erinnern, iin 
welchem der successive Uebergang durch die verschiedenen circumn- 
plexen Functionen cyclisch geschieht. 
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wobei r„ eine primitive Wurzel der Gleichung 
on — Les U 

bedeutet, oder die n ceoordinirten Partialfunctionen derselben 
Classe 

(v) fni (Ce Han Hr Hanpi PHE Hanhart 

| (i = 0, 1,2, -< n — 1) 

für jeden Werth von æ in einem gewissen gemeinschaftlichen 
Convergenzgebiete der Coefficienten +(x) der gegebenen 
Gleichung direct die n Wurzeln derselben Gleichung bilden. 

Nehmen wir zunächst den einen Fall an, es sollen die 
n `circumplexen Functionen von f(x) die n Wurzeln der 
Gleichung n!® Grades nach 2 
(A) F(z, £) =0 
für jeden Werth von æ innerhalb eines endlichen Gebietes 
liefern. 

c) Bezeichnet man die »-reihige* cyklosymmetrische 
Determinante, deren Elemente die n kurz bezeichneten Par- 
` tialfunetionen P), Du, Pz, ***, Pn—ı Sind, (wobei also 9;—=f,, (X) 
ist) wie früher mit 

Po Pn—ı Pnr-2 rr: Pı 
Po Pra "rr Pa 


Pı 
Xp) = E Ee, AONE 


Pr-ı ` Bea Prs °* Po 
und die Summe derjenigen Determinanten, welche man aus 
D) (») erhält, indem man in derselben je k Zeilen und je 


k zugehörige Colonnen, welche sich in der Nulldiagonale 
(Hauptdiagonale) schneiden, streicht, symbolisch mit 


S Do), 
und endlich noch die Summe der Producte zu je A aus den 


kurz bezeichneten circumplexen Functionen cg, Gu, *- 
(wobei also o = f (rha) ist) wieder mit 


* n-i 


1* 


www.rcin.org.pl 


A e Abschnitt VIII. Einleitung. $ 1. 


so haben wir aus unseren allgemeinen Relationen 


> D Olp), &=0,1,2%,..,n—1) 


die n Gleichungen : 
S Pn—ı Pr—2 "" Pı 
c Pı Po Prai Pa > 
0) Ne Z (p)= p m m = p= pla), 
KH SC 


Pn—ı Pn—2 Pn—s * Po 


Po Pn-ı Po 

nn DO P B pa) 
ER e 
Pa Pn—3 Do) 


E) Ka D®(p) ee), 


Pı Po 


Po r (Gr WW Pa | 
RS n n—1 2 
SC PoE Po e 2 ‚a8 


a va Leg 1)? Pn— (1), 
(n—1') S= n Po = — Pnr (2). 


Dabei bedeutet in der vorletzten Gleichung Dia in bee- 
kannter Weise die grösste in = enthaltene ganze Zahl. Isit 


nun n eine gerade Zahl, so ist E a und das letzt&e 
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in der geschlungenen Klammer enthaltene Glied erhält den 


Factor $ vor sich und die vorletzte Determinante heisst dann 


2. Po 


ZA 


2 
Ist aber n ungerade, so ist Dia bag SZ und ebenso 
El) a , während SZ == Ir ist, so dass 
das letzte Glied in diesem Falle verschwindet und das vor- 
letzte Glied, in der Form 


Dn Pati 
| $ 
D, A4 Po 
L "e 


erscheint dann als letztes Glied, wie es kommen muss. 


3 


8 2. 


Einige Eigenschaften der obigen Determinanten. 
a) Die cyklosymmetrische Determinante ON (») ist so 


coustruirt, dass die Elemente der Hauptdiagonale aus lauter 
p, und alle Parallelen zur Hauptdiagonale der Reihe nach 
aus lauter 9,, Pz; **', Pa—ı oberhalb und ganz ebenso aus 
lauter pP, Py, - , 2n-ı unterhalb der Nulldiagonale bestehen, 
so dass die Elemente a,, und o: (d. h. solche, welche in 
gleicher Distanz von der Hauptdiagonale und auf einer zur 
sogenannten zweiten Diagonale parallelen Linie liegen) Indices 
besitzen, die sich zu n ergänzen. 

b) Was die übrigen Determinanten betrifft, so entstehen 
für k= 1 aus den verschiedenen Möglichkeiten für die 
Wahl der zu streichenden Reihen v gleiche (n — 1)-reihige 
Determinanten, deren Hauptdiagonale wiederum aus lauter 
p, und die Parallelen zu derselben oberhalb jeweils aus 
Pz, Dun e Pa—ıy unterhalb aus pm, Pa, * : Pa- bestehen. 


BECK mid Rh (0 n+R, wobei R Zn ist, 


so sind Q Gruppen von je m gleichen Determinanten vor- 
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handen, welche solchen Fällen der gestrichenen Reihen ert- 
sprechen, wo die Distanzen zwischen den einzelnen Zeilen 
in dem einen Falle den entsprechenden in dem andern Falle 
beziehungsweise gleich sind (wenn sie auch in jedem ein- 
zelnen Falle unter einander verschieden sein können) und 
somit die Freiheit der Wahl sich lediglich auf die cyklische 
Verschiebung des zu wählenden Systems beschränkt. Ausser 
diesen Q Gruppen tritt noch eine Gruppe von R einander 
gleichen Determinanten auf, wobei aber R unter Umständen, 


(wenn GI durch v theilbar ist, was z. B. wenn » eine Prim- 


zahl ist, für alle Eder Fall sein muss) auch Null sein kann. 


Unter allen diesen Q-+1, oder Q im Allgemeinen verschie- 
denen Determinanten bleiben die zwei Eigenschaften bestehen, 
dass 1) die Hauptdiagonalen aus lauter p, bestehen, und dass 
2) die Summe der Indices zweier Elemente, welche in gleichem 
Abstande zu verschiedenen Seiten der Hauptdiagonale auf 
einer parallelen Linie zur zweiten Diagonale sich befinden, 
immer gleich n ist. 

c) Die Glieder in der ausgerechneten Determinante 
DD» OD sind alle 1) von der Dimension n — k und 2) vom 


Gewichte (Summe der Producte der Exponenten mit den ent- 
sprechenden Indices eines jeden Factors eines Gliedes) 
G = 0 (mod. n). 


Die Eigenschaft (1) ist bei einer (n — k)-reihigen Deter- 
minante selbstverständlich, und ist dieselbe (ebenso wie die 
obigen aus der Construction sich unmittelbar ergebenden 


` Eigenschaften) nur deshalb in Erwähnung gekommen, weil 


wir später davon Gebrauch zu machen haben. 


Die Richtigkeit der Eigenschaft m ist in folgender 
Weise leicht einzusehen. Da 


n—1 


(k) I y vg ri a. 
KE = und SS ` vn 


ist, so wird jedes Glied in KS nämlich: 
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n—k ın—1 > 
h} i 
Ch e Che» Chn—k = I] f 2A n} 
0 


0 


aus Gliedern bestehen, die die allgemeine Form 
Ar (ut at Hu sin) Mu Ha u 
r, kat Ae EE e 


D in 


haben, wobei jedes ö respective jedes u einen der Werthe 
i = 0,1,2,- ,n— 1, 
üs = 0,1,2,- n— 1 


annimmt. Nun kommt aber in [OA Di folglich auch DH WO 


die Grösse r, gar nicht vor; es muss also, da hier zwei 
n © H 3 

gleiche und entgegengesetzte Glieder nicht vorkommen können, 

nothwendig 


ui tm ht H ln in = G E= O (mod. n) 
sein, w. z. b. w. 


d) Nach diesen Bemerkungen sind unsere n Gleichungen 
in p respective vom Grade 


n, m — 1), „‚n—k,.-:, 2,1. 


Wollte man daher im allgemeinen Falle für ein beliebiges 
n aus diesen Gleichungen, ebenso wie wir es mit den Glei- 
chungen der ersten vier Grade wirklich leicht ausgeführt 
haben, die p ohne Weiteres durch Elimination berechnen, 
so würde man immer auf Gleichungen von viel höherem 
Grade als dem der vorgelegten Gleichung kommen. Schon 
fürn = 3 und n = 4 trat dieses ein; jedoch waren dort die 
Resolventen leicht reductibel, was aber für n > 4, wie es 
nach dem bekannten Abel’schen Beweise zu erwarten ist, 
aufhört; und für steigende m complicirt sich die Resolvente 
immer mehr und mehr. 

e) Ganz anders verhält sich aber die Sache, wenn man 
die in diesen bedingungsgemäss identischen Gleichungen an- 
gedeuteten Rechnungen mit den wirklichen Potenzreihen, 
welche einerseits als Partialfunctionen mit noch zu bestim- 
menden ga" 


p = TE = qg + Anpi DH RR JA Agni tI ti WE 
G=0,1,2,...,n — 1) 
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und andrerseits als gegebene Coefficienten der Gleichung 


Pr (2) = Qro F matt apart 
j (k=0,1,2,--.,,%2 —|]) 
auftreten, ausführt, um Recursionsformeln zur Bestimmung 
der a durch die e dadurch herzustellen, dass man die ve- 
langte Gültigkeit dieser Gleichungen, in deren beiden Seiten 
die in einem gemeinsamen Gebiete bestehenden Potenzreihan 
sich befinden, benutzt, in jeder Gleichung alles nach einer 
Seite schafft, nach Potenzen von x ordnet und jeden Coe- 
ficienten von & für sich verschwinden lässt”). 

Es wird sich zeigen, dass durch die Einführung des 
irrationalen Begriffes der unendlich oftmal zu wiederholendan 
Operationen der Grad der einzelnen Bedingungsgleichungen 
in jeder der vorzunehmenden Operationen dafür auf sein 
Minimum herabgesetzt wird. Wir werden nämlich zum Be- 
hufe der Bestimmung jener Coefficienten a der verlangten 


a 


Hauptfunction T Ltr) = "1a, nur eine einzige binomische 


Gleichung mier Grades ind dann für je (n—1) aufeinander- 
folgende Coefficienten je ein System von (n—1) linearen 
Gleichungen aufzulösen haben **), worin je (n— 1) solcher Coef- 


ei Da unsere Determinanten, so lange n endlich ist, ganze rationale 
Functionen von jenen Partialfunctionen sind, so genügt vorläufig zur 
Rechtfertigung unseres Verfahrens die bekannte Bemerkung : „Ist F 
eine ganze rationale Function von gi, P2; Ọ3, ..-, wobei diese ọ ge- 
wisse Functionen von &,%Y,... sind, welche sich nach ganzen positiven 
Potenzen dieser Grössen in Reihen entwickeln lassen, und substituirt 
man in F für die p die entsprechenden Potenzreihen und entwickelt 
dann F in combinatorischer Weise in eine Reihe nach Potenzen von 
H... 50 ist diese letztere stets unbedingt convergent und ihre 
Summe ist gleich F für alle diejenigen Werthe von æ, y, ..., für 
welche die Reihenentwickelungen von e, P2, 93, ... es sämmtlich sind“, 
(Weierstrass, Ueber die analytischen Facultäten; Crelle’s Journal, 
Bd, 51, Nr. 7, (4).) Wollte man aber unsere Methode auch für den 
Fall eines unendlich grossen n, also zur Aufsuchung der Nullstellen 
einer Potenzreihe anwenden, worauf ich in der gegenwärtigen Abhand- 
lung noch nicht näher eingehen möchte, so würde man noch die Be- 
merkungen (5), (A), (B) derselben Nr, in der angeführten Abhandlung 
zu berücksichtigen haben. 

+*+) Eigentlich bestimmen sich diese Coeffieienten gruppenweise 
zu je n aufeinanderfolgenden; jedoch so, dass einer derselben immer 
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fieienten a immer durch die als gegeben vorausgesetzten Grössen 
e und durch vorhergehende a (welche durch die frühern « aus 
einem vorhergegangenen Systeme bereits bestimmt wurden) sich 
vollkommen und zwar eindeutig berechnen lassen. Und man 
kann somit aus der gesuchten Reihe so viel Glieder berechnen 
als man will. 

f) Allerdings scheint diese auszuführende Rechnung, wenn 
auch keine principiellen Schwierigkeiten, so doch viel lästige, 
ja fast unüberwindliche Mühe zu verursachen. Um diese 
Mühe zu erleichtern, führe ich eine Operation ein, die an 
und für sich nicht uninteressant zu sein scheint und bei 
weiterer Betrachtung (auf welche ich in der gegenwärtigen 
Arbeit, um den Gedankengang nicht zu viel zu unterbrechen, 
nicht weiter eingehen möchte), sogar verspricht, eine Grund- 
lage zu einer nützlichen Darstellungsweise werden zu können. 
Diese Operation soll hier zunächst kurz begründet werden, 
dann soll eine kurze Anleitung zur Handhabung derselben 
folgen. Es wird sich dann zeigen, dass beliebige ganze 
Functionen von en Partialfunetionen n'er Classe (worunter, 
je nach dem Werthe von v und €, jede allgemeine Potenzreihe 
enthalten sein kann) sich mit Hilfe dieser Operation wieder 
als solche Potenzreihen leicht formal so darstellen lassen, 
` dass gewisse Eigenschaften schon durch die Form selbst sich 
kundgeben. 


direct durch eine für ibn bestehende identische lineare Gleichung 
separat bestimmt wird, während die übrigen (n—1) aus einem Systeme 
von (n— 1) linearen Gleichungen durch die vorhergehenden Coefficienten 
ausgedrückt werden, 
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Erstes Capitel. 


sd-Operation; oder Substitutional-Differentiation.*) 


83. 
Definition und einige Folgerungen. 


a) Es sei eine aus Differentiation und Substitution zu- 
sammengesetzte Operation für eine beliebige, eine Ableitung be- 
sitzende Function einer Variabeln ur, etwa F(u), oder auch 
eine Function F'(u,, un, .. .) mehrerer Variabeln am, Un,- -, 
wobei der Zusammenhang unter den a ganz beliebig gedacht 
werden kann, unter folgender Definition eingeführt. 

Man bilde im ersten Falle das Differential der gegebenen 
Function nach der Variabeln ur, also 


dF(w) = F" (u) - dur, 
dann denke man sich mit Bezug auf den Index von w die 
Substitution k E g ausgeübt und bezeichne diese Operation 
mit $„, so dass 
Sn (U) = Un+i 

wird; darauf ersetze man in dem Ergebnisse der ersten 
Operation den Factor d (w) durch s,„(ur), oder, mit andern 
Worten, man übe die Substitution ki aus, und bezeichne 


dann die ganze so zusammengesetzte Operation mit dem 
Symbol av d, oder auch einfacher snd, oder, wo keine be- 
sondere Veranlassung zu Missverständnissen vorhanden ist, 
auch schlechtweg mit sd, so dass im Ganzen als Resultat 
(A) Sad F(u) = F” (ui) ` Un+t 


erhalten wird. 


*) Die Zweckmässigkeit doppelter Benennung, wird später hervor- 
treten. 
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Die auf diese Weise aus Differentiation und Substitution 
zusammengesetzte Operation kann man vielleicht ‚,Substitu- 
tional-Differentiation “, oder „sd-Operation‘“ und zwar in un- 
serem Falle eine solche „specielle, lineare, aer Classe“ nennen. 

Eine allgemeine lineare würde sein, wenn anstatt der 


obigen Substitution die allgemeinere Ko + m ausgeübt 


worden wäre. Die Erweiterung der Definition für eine Sub- 
stitution höhern Grades drängt sich von selbst auf und zeigt 
sich sogar sehr nützlich für die Entdeckung eines merk- 
würdigen Zusammenhanges; wir bleiben jedoch hier bei dem 
einfachen Falle vorläufig stehen. 


Beispiele. 
Sad Léi Les gl. Bette 
Sn d (sin ur) = COS fit: Unts 
Hatt 
Sn d(log ur) Ka rem ` 


s,d(u,) SCH Hi í U. 


etc, 


Von dem letzten Beispiele werden wir besondern Gebrauch 
zu machen haben. 

b) Direct aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar 
einige Gesetze, die wir sofort hier anführen wollen. 

Wird u; als eine Constante betrachtet, so ist das Diffe- 
rential nach u; und somit auch a, d F (u) Null. 

Da das Differential von AF (w) gleich dem von F (u) 
multiplieirt mit A ist, und da die angedeutete Substitution 
von A unabhängig ist, so bildet man offenbar snd (A-F (u)), 
indem man s„d(F(w)) mit der Constanten multiplieirt, also 

=Á. Se d LR (u). 

Die Formel (A) hat ihre Gültigkeit für jede Function, 
welche eine Ableitung hat, also ganz besonders im letzten 
Beispiele F'(w) = u‘ für jedes beliebige u, weil die Differen- 
tiation immer gültig, während die Substitution von u über- 
haupt unabhängig ist. 

Ebenso klar ist es, dass man das Resultat unserer sd- 
Operation aus einer algebraischen Summe mehrerer Functionen 
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P, (u) + F; (un) + F; (un) + : : beziehungsweise je eine 
Variabeln un, Un, Un, +, wobei auf alle { dieselben ent- 
sprechenden Substitutionen 


Loge UE 


ausgeübt werden sollen, dadurch erhält, dass man die alge- 
braische Summe der sd-Öperationen derselben Classe aller 
einzelnen Glieder bildet. — Stellen wir diese elementaren 
Gesetze zusammen, so haben wir zunächst die Formeln 
(1) sd (Const.) = 0; 

2) ndlA- Fu) = A -sad (F (w); 

speciell : 

(m+1) | 


m m—i ` SC De, Fr _ 
s,d( Au) =A:mu ui Bi )=— mu, 


I u, 


+° 
(3) du) = Sna (ut) = Unyi = (U); 
(4) snd (F, (n) + F(u) +) snd Lia) + 


+ sd (Fy (u) 1 
Speciell: 


salu + u + H u.) =M; ue Uppi, E M w Mack 
SE 
+. tm, nm ` e U, 
Aus der letzten Formel ergiebt sich für 
m zm Da ze: = IA zs D 
(resp. für F =F,=..=-F,=fF) ud =,=: =l =l 
unter ausschliesslicher Berücksichtigung des obern Vorzeichens 


rückwärts die Formel (2) für ein ganzzahliges A. 
Unter Anderem ist in diesen Formeln auch 


m, Ma My m,—i 
e, dän +Bu + +Ku + H Amu nn + 
ms) à my—1 
+Bmu, u,t tet Em, "Mat 


enthalten, welche wir oft gebrauchen werden. 
Man kann ferner die Operation für eine Function einer 


x 


Function, etwa F (f(u)) dadurch ausführen , dass man zuerst 
dF (f(u)) nach u; bildet und dann du durch s, u, ersetzt, so dass 
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(5) Sad F (f(u)) = ne EEE 


also speciell z. B. 
STE +) alu + STEI (muy Hm, ") Unti 
was man auch erhalten würde, wenn man den Ausdruck 
(ir Hu)" 

nach dem binomigchen Satze entwickelt hätte und dann sad 
aus jedem einzelnen Gliede gebildet. 

Nach ganz analogen Gesetzen kann man die Operation 
an einer Function mehrerer Variabeln vollziehen; nämlich 
(6) Snad F(u, ut) = Ba u, F (u, ur) + 5, Our, F (un, wä 


woraus der Begriff und die Bezeichnung partieller sö-Operation, 
(wofern die Substitution für alle Variabeln dieselbe bleibt *)), 
einleuchtet. 

Für das Product zweier Funetionen hat man natürlich 


Sn d er Di. i F, (%1,)) Ce F, (ur) f NV (un) Unt, 

GP F, (un) y Fy (un) ? Hatt, 

= F, (Ug): Sn dF; (u) Pm, Sa d Patt. 
und für 1, =, =! 


*) Analoge partielle Operationen in Bezug auf die Substitutionen 
sollen hier ebenso wie noch einige andere mit den obigen verwandte 
Operationen, zwischen welchen bemerkenswerthe Relationen bestehen, 
hier vorläufig übergangen werden, weil sie für unser nächstes Ziel 
nicht nothwendig sind. — Ich möchte jedoch nicht unterlassen, hier 
noch kurz die umgekehrte Operation zu definiren, welche darauf aus- 
geht, eine Function (D) zu finden, welche so beschaffen ist, dass, 
wenn man auf sie die sd Operation ausübt, man eine gegebene Func- 
tion d (u) erhält. Bezeichnen wir die auf (nc) auszuübende Operation 
mit s.t, so ist sofort einzusehen, dass aus (A) rückwärts folgt 


(B) Snip (u) = [ f (t) du] - up + Const.; 
also speciell: 


s,i(w) = RER + Const. 
N 


Es besteht also die si-Operation aus Integration und Substitution analog, 
wie die sd-Operation aus Differentiation und Substitution besteht; und 
wir führen consequenterweise die Benennung , Substitutional- Inte-. 
gration“ ein. 
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(N sd(F, (u) - Fyt) =[F; (u) RV od +F, (u) Fy (0) un 
= F, (u)-Snd F(u) + F, (u) Sn d F, (u); 

und ganz analog für den Quotienten 


AA T E 
(8) sal sch ee ee d 


Speciell also für F(u) = ur, welcher Fall uns dem- 
nächst hauptsächlich beschäftigen wird: 


(T) s, d (0 ag) ZT (tra + Matt, uni): 
und weil diese Formel für jedes m gilt, so ist auch der Fall 
eines Quotienten schon darin enthalten. 

Ich übergehe auch hier einige Beziehungen, welche für 
das Nächstfolgende nicht nothwendig sind. 


S 4. 
sd-Operationen höherer Ordnung. 


a) Was nun die sd-Operationen höherer Ordnung betrifft, 
so unterscheiden wir zwei von einander abweichende Auf- 
fassungen, welche auch verschieden bezeichnet und zu den- 
selben Zwecken, nur in verschiedener Form, verwendet wer- 
den sollen. 

«) Die eine Auffassung besteht darin, dass auch zur 
Bildung des Substitutional-Differentials ier Ordnung nach u 
einer Function Fon) zunächst das xte Differential nach u, also 


d F(u) = F” (u) du, 
gebildet wird, wie z. B. 
d (w) = m(m—1)- - -(m— x4 1)u dn, 


und dann, ganz wie vorhin, dan durch Spur, also (du) 
durch (Snu)” ersetzt, so dass 

(A) $a F(u) = F” (u) 
also in unserm speciellen Beispiele: 


A) sail) =m(m—1).-- Dëll "Mou 
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erhalten wird, worin die Formeln (A) und (A^) des vorigen 
Paragraphen für x == 1 enthalten sind. 

Führt man jetzt nach dieser Vorschrift die (x, + Us 
sd-Operation von F(u) aus, so erhält man nach (A) für 
CEET 1: 


ed F (u) = Fp” Oil: wen . 


Setzt man andrerseits in (A) den Werth x = x, und führt die 
substitutionelle Differentiation in beiden Seiten der Gleichung 
(A) aus, so bekommt man nach (7) im vorigen Paragraphen 
Cd F(u) = Wert BR (u) np HE OA SL (Wr). 

Vergleicht man die letzten zwei Resultate, so sieht man, 
dass direct aus unserer Definition die Consequenz fliesst, dass 
bei der Ausübung der sd-Operation auf Ier AF (w)] der 
Factor „+1 als nach u, constant aufzufassen ist. 

Besitzt F mehrere Grössen un, Un, %ı,,... die alle als 
variabel betrachtet werden, so wird das totale Sen: 
Differential zweiter Ordnung z. B. ganz analog, wie in solchem 
Falle das gewöhnliche Differential zweiter Ordnung gebildet: 


Sad (F Dn, MG Un; * d Katz ës fa, F + = du, + Sn Gu, F + Sen 
+ 287 Du Sa Dan, E F Zë Dur Se Da, F F Sn du, Sn u DL 


und ebenso weiter für =3,4,..., wozu also die obige 
Definition vollkommen ausreicht, wenn man nur noch für die 
Wiederholung des Verfahrens das Gesetz der Commutativität 
der partiellen Operationen in Bezug auf die einzelnen Variabeln, 
wie es bei der Differentiation und der Multiplication statt- 
findet, auch in unsrem Falle, wo wir es mit jenen beiden 
Operationen zu thun haben, bestätigt findet. Es ist aber in 
der That leicht einzusehen, dass 


Sn Our (Sn On Fu ` v)) = Bn Or, (Sn Duy F(u D Gill 
ist, wenn man die vorgeschriebenen tsonen nach der 
Definikion ausführt. 
Eine scheinbare Schwierigkeit könnte in dem Falle ein- 
treten, wot, la, ls,... selbst lineare Ausdrücke von n und 
É ika 


L= gn +l; h= h h= gnl... 
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sind, weil einerseits die durch die Operation hinzutretenden 
Factoren “,„+ı bei der Wiederholung der Operation als con- 
stant gelten, während die ebenso aussehenden Grössen tg „+1; 
Ug,n+i, ete., welche in F vor Beginn der Operation sich schon 
befanden, als Variable betrachtet werden sollen. — Man hilft 
sich dann wie gewöhnlich in solchen Fällen einfach dadurch, 
dass man vor Ausübung der Operation in F für 


gun LL on -+ l, gn tt, Gi 
resp. die Werthe (i, Lt... einsetzt, die Operation 


e dE (ur, At Ugy) 


dadurch ausführt, dass man die partiellen Operationen nach 
den Variabeln u, Un, Ugn, : - . definitionsgemäss (die durch die 
Operation hinzutretenden Factoren als constant betrachtet) 
bildet und dann nach vollkommen ausgeführter Operation 
die Werthe von LL... wieder einsetzt. 

Diese Bemerkung ist für die Folge wichtig. 

ß) Eine zweite Auffassung soll darin bestehen, dass zum 
Behufe wiederholter Ausführung der Operation als Argument 
das volle Resultat der einmal bereits ausgeführten Operation 
zu Grunde gelegt wird, so dass die nächstfolgende Wieder- 
holung der Operation sich nicht auf die ursprüngliche Func- 
tion zurückbezieht, sondern auf den vollen durch den bis 
dahin durch Ausübung der Operationen bereits gewonnenen 
Ausdruck, mithin auch in Bezug auf den darin enthaltenen 
Substitutionsfactor (Sn Ut —=u,„+1) die volle Operation ausgeführt 
werden muss. Bezeichnet man die auf diesem Princip be- 
ruhende Operation, zum Unterschiede von der obigen, mit 
Snad, so soll also sein: 


Krd (F (u)) = Sad (Sad F (w)) = Bad (F (u) - tinpi), 


indem wir nämlich das, was sich auf die Substitational-Dif- 
ferentiation erster Ordnung bezieht, auch bei dieser zweiten 
Art alles beim Alten lassen. 
Es ist somit in allen Beziehungen 
Kad F(u) = Ss d F(u), 

d. h. es finden auch für S, d, so lange man bei der ersten 
Ordnung bleibt, sämmtliche im vorigen Paragraphen ange- 
führten Gesetze statt. Darnach folgt aber dann weiter: 
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Sad E (u) = Man: Sud ON Gu + F" (u) Sn, 1 d(un+:) 
= F” (u). u, + + P (md: Get d (nr) 


In diesem letzten Ausdrucke kommt noch ein Factor 
Sní d (Uni) zum Vorschein, über dessen Bedeutung bis jetzt 
noch nichts bestimmt worden ist. Denn wollte man hierbei 
von der Definition für s„d (welche für die Operation erster 
Ordnung auch bei Spd doch bestehen bleiben soll) ausgehen, 
so müsste man das Differential von „+ nach u, bilden (da 
wir doch hier nach ap operiren) und wir sahen oben, dass 
bei s„d der Factor u,+1 als von u unabhängig betrachtet wurde; 
es wäre somit das Differential und mithin, wenn die ursprüng- 
liche Definition auch hier bestehen soll, auch Dat d (Unt); 
also der ganze zweite Theil gleich Null. 

Man "hätte demnach 


S? (4 F(u) = F® (u): u 


d. h. auch in der zweiten Ordnung würde 
S? d (F (w)) = $ d (F (w)) 


sein u. s. w. und wir würden sonach gar keine zwei ver- 
schiedenen Operationen bekommen. Aus weiter sich ergeben- 
den Gründen wollen wir aber unter Sn, d (4.4) doch eine 
Operation verstehen, welche auf „+ so ausgeübt werden 
soll, als wäre nı nicht ganz unabhängig von wu: weil aber 
diese Abhängigkeit im Allgemeinen nicht eine derartige ist, 


dass el gebildet werden könnte, so ist die ursprüng- 


liche für $,, ıd(F (u )) gegebene Definition hier nicht anwend- 
bar, so dass wir über S,„:d(u„+1) nach Belieben noch verfügen 
können. Aus praktischen Gründen soll nun einem solchen 
Ausdruck die Bedeutung 


Sn, 1d(Upn+1) = (PH 1) ` Uppa 


beigelegt werden. (Um eine solche Willkür zu rechtfertigen, 
dürfte es wohl genügen, an das Uebereinkommen zu erinnern, 


GESE er (0) EE 


H. ScHAPrIRA. Cofunctionen. I, 2. 2 
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bedeuten zu lassen, wenn es sich darum handelt, Uebersicht 
und Uebereinstimmung in Formeln zu erhalten.) 

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Operationen 
liegt also darin, dass in der ersteren der Factor un, so lange 
es sich um die fortgesetzten Operationen lediglich in Bezug 
auf ap handelt, als von an völlig unabhängig betrachtet wird; 
und wenn es sich um die Ausführung der Operation nicht 
bloss nach ur, sondern auch nach u„+1, uzni, ete. handelt 
(wo nämlich die Function, auf welche die Operation ausgeübt 
werden soll, von vornherein schon diese Grössen besitzt, die 
für sie als Variable betrachtet werden sollen) nach der Formel 


sd (F(u Vis tie Unti "leën E'H Sh Ber p EH Sn Our FE, 
SR 2 [Sr Our "Sn ua 11 F+s, Duy "Sn CH La Dun A Endun EF .. -] 


und zwar am besten nach der oben (am Schlusse von (œ) in 
diesem Paragraphen) angegebenen Methode (für die Grössen 
Unyi; Yan, etc. vorläufig un, Un, etc. einzusetzen) zu ver- 
fahren sein wird. 

Bei der zweiten Auffassung soll dagegen die Operation 
S*d zwar immer lediglich in Bezug auf a ausgeführt werden, 
jedoch sollen die durch die Operation selbst hinzutretenden 
Factoren Un, ete. als von up nicht ganz unabhängig be- 
trachtet werden, und zwar soll also allgemein (aus Gründen, 
die sich später zeigen werden) die Formel gelten 
SEd (w) 

E 

Für die Berechtigung einer solchen neuen Definition und 
Bezeichnung ist es nur nöthig zu zeigen, dass dieselbe nicht 
im Widerspruch mit der Obigen 

Sad F(u) = F” (ti) - Unzı 
und insbesondere mit 


(©) Upn+ = 


Sad (U7) = M - W -Unyi 
steht. In der That ist aber nicht bloss kein Widerspruch 
vorhanden, sondern es. lässt sich sogar diese letzte Formel 
für den Fall, wo m eine ganze positive Zahl ist, direct aus 
(C), welche als Definition gelten sollte, herleiten, wenn man 
nur für die so definirte Operation das Multiplicationsgesetz 
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Sn dhui, © u.) = ur, : Sn d (Ur) + Ur Sn d (ur) 
gelten lässt. Es folgt nämlich dann für L = í, =! und 
x = | ganz direct 
Ka d (UP) = Dti * Unti; 
und, wenn man so fortfährt, für jedes positive ganze m 


5,4) = mu Meet 


Demgemäss haben wir einerseits 
Sn d(u:) = Matt: 
Sand (Uny) = Ran) = 2 eny, 


De ee DI. Zen 
Le) 
Ui p—i)n BL d'Wise 
Sn Sen T 1) gd. nd nen) +) =. 
PH dm 
== "ae e) d = (p+ 1) ptn; 


und andrerseits auch 
Sn d (tpn) = (PH 1) tepny. 
Si d (pnp) = (p+ 1) (P F 2) ptam, 
(B) 18), d (upr) = (P+ 1) (P+ 2) (P+ 83) Ucp+snti, 


Sr Alpay) = (PH 1) (P+ 2) (PH Uta; 
also auch umgekehrt: 
u Léi Sa nd “pnyi) h 
BT (pEr) (ps1) (Eu? 
oder endlich, wenn man in dieser allgemeinen Formel (p— x) 
anstatt p setzt, auch 


Sa (Up) 
(D) Usni = pda FD) 
Nach der so vervollständigten Definition wird sonach: 


S? „Uw)= m(m — 1) wu u +2mu T 
oder auch so geschrieben: 


9% 
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e m m- E 2 m PR 
e 7 =(; Ju wati Ce Haat? 
während nach dem Obigen 
De 2 dia 
et (u. d. 
ist. Ebenso hat man ferner 
a) m\ m, pP LAN m—2 
-(} Ui “rt SC) U "Kant" Haat 


Ke (7) u " Haat? 


e Ger S () Dees 


während aber 


Hat 


ist; und so auch 


oe 
ae SIFE W) u War +3 St ur R U Uny 
Ss (ef: SES Ne +2 SÉ: BEZ d E Té wen 
+ 
ER DN d (u) m\ m A 
ee" -=())w MH 
ist, etc. 


b) Es ist also immer d d F(u) das erste Glied bei der 
Bildung von 8” d F(u). Es ist hierin eine Analogie (gewisser- 
massen) zu der Erscheinung, wo dy als erstes Glied in der 
Bildung von Ay auftritt. Indess ist diese Analogie keine 
vollständige. (S. Nachträge.) Während nämlich die endliche 
Differenz sier Ordnung einer ganzen Function m"! Grades, 
wenn x > m ist, so wie die xte Ableitung in solchem Falle ver- 
schwindet, geschieht dieses hier nur bei der s„d-Operation, 
nicht aber bei der S,d Um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur m = 3 und x = 4 zu setzen und man er- 
sieht dann aus der letzten Formel, dass wirklich 


s,d(u,) = 0 
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ist, während in diesem Falle in S dia) wohl das erste Glied 


verschwindet, die übrigen Glieder jedoch bestehen bleiben. 
Ebenso hat man allgemein für eine beliebige Function F (up) 


S AF (u) F” (u) ad F(u) 7 (m, 
A EN BE Su Unti; 
S aF (u) _F® Jl A RIF(m) _ FO(u) 2 
FREES n+ 2! a Uapi? 
Se 
SAF (u) MG — dia) FW) - 
E Lehr d (Ee © peant 1 Mer H 
F® u; | 
+ 2 Fra Za Lt Un | 
HEO (w) tsapi || ` 
SAF (u) Fu) a KAF (w) FO (wj a ' 
E ET E, ECKE en n+’ 


KA (u) $ 
Lat Mai a N 


F® (u) 
aa 
e u, KE a 


| o 29 (u) ® 


ag ` Gs Un U3 n-p 


FW u ) 
aa IS Us az 


ete. | | etc. e 


*) Uebrigens sind diese Operationen nach einer gewissen Richtung 
als specielle Fälle in einer andern allgemeinern enthalten, welche 
ausser den Unsrigen noch andere, in der Mathematik bereits bekannte 
Operationen zugleich in sich fasst. Bezeichnet man nämlich das Pro- 
duct aus folgenden drei Factoren, nämlich aus der Ableitung von 
F(u) nach u, , aus dem ferner, was man aus u, bekommt, wenn man 


auf den Index [, die (um hier die Sache nicht zu sehr zu compliciren, 


sagen wir die einfache lineare) Substitution ER a ausübt und endlich 
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Eine weitere Relation zwischen den beiden Operationen 
stellt sich durch folgende Betrachtung heraus. 


Offenbar ist Sž dF (w) eine Function von (x+ 1) Varia- 
beln Wr, Unti, Uni, ***, Wxnpij bezeichnet man daher kurz 


Si dF (u) Se 


z p(K) 


aus einem willkürlichen constanten Factor v; mit S, p; p AF (ug), d.h. 
Smt; v2 F (t) = vy F” (t) ntn» 
so sind darin unter Anderem folgende specielle Fälle enthalten. 
1) Setzt man I =gn +1, so dass pyy = Mats und setzt 
zugleich v; =g + 1, so bekommt man die Formel unserer Operation 


Sp, 1AF (tig npt) = (Q F 1) F” (nr) ` tgn nh? 
worin der Index v für diesen speciellen Fall weggelassen wurde. 

2) Setzt man für alle , = qn + í den Factor v; = 0 und nur für 
=! allein v; = 1, so bekommt man unsere s,d-Operation. (Natürlich 
ist es in beiden Fällen zulässig nach denselben Principien eine Function 
mehrerer Variablen durch partielles Operiren zu behandeln; unter- 
scheiden sich die Indices der Variabeln nur um Vielfache von n, so 
setze man vorerst an ihre Stelle die Indices 1. 12, +- behandle jeden 
partiell als { und führe nach ausgeführter Operation die Werthe wieder 
ein, Diese Bemerkung ist nothwendig, aber auch hinreichend, um 
scheinbare Widersprüche zu vermeiden.) 

3) Setzt man n = — 1 und v = L und lässt in der Bezeichnung 
in diesem Falle » weg, so bekommt man: 


S5_,ı4F (u) = bh (u) we F (u) he tya. 

Man bemerkt leicht, dass der Factor 

UW 
vollkommen die Gestalt einer symbolischen Ableitung von u, hat, 
wenn u als eine symbolische [,' Potenz aufgefasst wird. 

4) Ist in der That speciell 

u, = u", 
so bekommt man die wirkliche Ableitung von F(u,) nach u. 

5) Ist p eine Function mehrerer Variabeln [,, a, +-+- und bildet 
man die totale Operation als Summe der nach den Variabeln 14, fg,- 
partiell nach den in (3) specialisirten Prineipien ausgeführten Opera- 
tionen, so erhält man die bekannte Operation 

do, x 
welche in der Theorie der binären Formen eine besondere Rolle spielt 
(Faà de Bruno) etc. 
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als Function jener <-+ 1 Variabeln und führt darauf die 
Operation s? d ek) von dem Gesichtspuncte aus, dass 


Sad o (K) = Sn Ou P F Sn Da, yP Sue Ss SnOuyn+ıP 
so erhält man die Relationen: 


GU =F(u), 
Spd Find _ 91490) 


(1) ARE 1! Tr 0 
82 ,d Fr sd ọ(I) ed ein 
pinn Di. RE LE, 
"(u s,dgy(I) deii ` gd em 
ae "L E AER 1 TAT 
st FEI s,d g(III) dell defi 
ei 2 EE EUS TRE OSEE T AEA TOERE S 
TI 2! 3! 
snd om 


4! 2 


und so allgemein: 


5 SEN Tå GC 
do eil Ser -$ me BESCH, 


wobei L niemals grösser als K, wohl aber kleiner sein kann, 
je nach Beschaffenheit der Function F(u); wenn nämlich 
die Function eine derartige ist, dass die Ableitung von der 
Ordnung u < L verschwindet, dann ist natürlich s% dp (0)=0, 
wie das bei einer ganzen rationalen Function (w— Lien Grades 
der Fall ist. 

Der Beweis ist durch den Schluss von x auf +1 
leicht zu erbringen. Für den Fall, wo F(u) = u, ebenso 
auch für eine homogene Function min Grades, die einzigen 
Fälle nämlich, von denen wir demnächst besonderen Ge- 
brauch zu machen haben, wird weiter unten noch ein be- 
sonderer Beweis sich von selbst ergeben. 
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c) Um uns nicht von unserem gegenwärtigen Zwecke 
zu viel zu entfernen, unterlassen wir es hier, auf einige An- 
wendungen dieser Operation, wie auch analoger Operationen 
S.A F (u1), Sn A F(u) und 8,0, Sn Ô (welche aus Verbindungen 
von Substitutionen einerseits und Differenzen, oder Varia- 
tionen andererseits bestehen) auf dem Gebiete der fonctions 
génératrices u. dergl. näher einzugehen. An einer anderen 
Stelle wollen wir zeigen, dass diese Operationen sehr nützlich 
werden, wenn man eine so zu nennende Substitutional- 
rechnung, wonach man mit Substitutionen ebenso direct, 
wie mit andern mathematischen Operationen, analytische 
Rechnungen auszuführen im Stande wäre, begründen will. 
Hier jedoch wollen wir uns darauf beschränken, aus den 
obigen Formeln einige Consequenzen für die speciellen Fälle 
zu ziehen, wo 


m 
F (w) may 
oder auch eine homogene Function m! Grades 
(eet 18. A = (h, Unpiz +)” 
der Variabeln Wr, Aa), Yan+i, +- ist. — Wir bemerken zu 


allererst folgende für uns wichtige Eigenschaften: 
1) Ist die gegebene Function eine einfache Potenz 


m 
Fu)=w, 
oder auch eine homogene Function m» Grades der Varia- 
beln Ur, Uni, Uni, :  , nämlich: 


(ur, att: Uny °° ën, 
wobei m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so lassen 
die oben definirten Operationen die Dimension m (die Summe 
der Exponenten aller Factoren eines jeden Gliedes) unver- 
ändert, was bei der Operation SH, d auch bestehen bleibt bei 
allen, bis ins Unendliche oft wiederholten Ausübungen der- 
selben; während bei der Operation sd die constante mi: Di- 


mension nur für x <m gelten kann, da für x > m sowohl 


tr alu”) = 0, 


als auch 
dla, Unttz * JI" 


| 
© 


ist, 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet sofort ein, 
wenn man nur bemerkt, dass jedes Glied durch die jedes- 
malige Differentiation um eine Einheit in der Dimension 
herabsinkt und dafür aber durch die Multiplication mit einem 
Factor pn, sofort wieder um eine Einheit steigt. 

2) Die lineare Substitutional-Differentiation nte! Classe 
(welche von den beiden obigen Operationen sie auch sein 
mag) *) vermehrt immer das Gewicht eines jeden Gliedes, 
auf welches sie einmal ausgeübt wird, um n, und wenn sie 
x-mal ausgeübt wird, um x» m.“ 

Auch die Richtigkeit dieser Behauptung ist sofort zu er- 
sehen; denn bei diesen Operationen wird immer nur ein Factor 
in der Form «,,;, 
ponenten erniedrigt und dafür tritt ein anderer Factor ap a 31 71 
mit einem gewissen Zahlencoefficienten, der auf das Gewicht, 
oder auf die Dimension keinen Einfluss hat, hinzu. Lässt 
man daher die bei der Operation unverändert gebliebenen 
Factoren unberücksichtigt,‘ so hat sich das Gewicht dahin 
geändert, dass anstatt q(pn + I) die Zahl 


-Deoer +d+p+Dd na +rl=aopr +U+rn 


getreten ist; wie behauptet war. 
Selbstverständlich muss auch hier berücksichtigt werden, 
dass für die eine Operation 


in jedem Gliede um eine Einheit im Ex- 


s*d (u, Unts Until; rz „m 


für x > m immer 


*) Man wird gemerkt haben, dass, um Gesetze auszudrücken, 
welche für verschiedene unserer Operationen, z. B. Sd und sd, oder 
Sd und 80 etc. zugleich gelten sollen, die eine Benennung „Sd-Ope- 
ration‘“ durch die unwillkürliche Wahl eines der Zeichen Sd, sd, oder 
sd etc., indem sie in solchen Fällen eine ungewünschte Partieularisirung 
herbeirufen würde, nicht ganz bequem ist; daher habe ich mir erlaubt 
neben jener Benennung noch eine andere: „Substitutional- Differen- 
tiation“ zu gebrauchen. Letztere hat unter Anderem noch den Vor- 
theil, dass man bei derselben leicht das Zeitwort „‚substitutionell- 
differentiiren“ bilden kann; indess giebt es Fälle, wo die erstere 
Benennung vorzuziehen ist und deshalb habe ich sie beide beibe- 
halten, 


www.rcin.org.pl 


26 Abschnitt VIII. Capitel I. $ 5. 


st? dia, Un, H = 0 


ist, und es kann dabei auch die behauptete Vermehrung des 
Gewichtes um (x mu) nur für 


”»<m 
stattfinden. 


85. 
Anwendung der Substitutional-Differentiation auf die Dar- 
stellung ganzer Functionen- von Cofunctionen in Form von 
cofunctionalen Potenzreihen. 


Allgemeiner Lehrsatz A. Jede m‘ Potenz einer Gen 
Partialfunction water Classe 


Pi = ËM = li tanpi LH gät rh E a, npani, 
i= 0,1,2,- n= 1 
lässt sich immer in dem Convergenzgebiete der Hauptfunction 
fla) =a taz +92 p oo H apa Hoe 


als eine Potenzreihe von der Form 


Ka 


Fumi(®) = D? O,auntmi, 
0 


also wiederum als eine (mi)! Partialfunction derselben n!” Classe, 
deren Coefficienten C durch jede der beiden Formeln, nämlich 
sowohl durch 


D De ue 


(Q = Q (Ai, Antiy An+pis *'* Jh, 
wobei (wie angedeutet) C,_. als eine Function aufzufassen ist ` 
von allen Ayn+i, welche darin vorkommen, bevor die Operation 
beginnt und sid das Aggregat der Resultate aller nach jenen 
Variabeln ausgeführten partiellen so-Operationen von der 
Ordnungs- Dimension (t) bedeutet, so dass 

A<u und A<m, 
also nicht grösser «ls die kleinere unter den beiden Grössen u 
und m sein kann: 
als auch durch 
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re EE 

(ID = ad. iD) 
(Cu-: = F(a); t= 1,2, -+ u), 

wobei (wie angedeutet) alle in Cu— schon vorhandenenen und 
die durch die successive Wiederholung der Operation noch hin- 
zutretenden Factoren Ga diesmal als von a; in oben de- 
finirter Weise abhängig (Formeln («), (B) und (C) in § 4) 
aufgefasst werden und wobei t (in diesem zweiten Falle) eine 
der ganzen Zahlen 1,2, - - -, u bedeutet. 

Durch Formel (I) kann man also jeden Coefficienten aus 
A vorhergehenden und durch Formel (I) jeden Coefficienten 
aus irgend einem vorhergehenden vollkommen construiren. 

(In der Formel (I) wird man die Operation s,d(P (441); 
(=0,1,2,.-.), wie schon wiederholt bemerkt worden, 
am besten so ausführen, dass man zuerst @rn+i = Qi, Setzen 
wird, Cu, oder ọ als Function von allen den Variabeln 
a; (t = 0, 1, 2, - - -) betrachten, partiell nach allen diesen 
Variabeln die sô-Operation ausführen und nach ausgeführter 
e die) die Werthe o. = dent wieder einsetzen.) 

Um diesen allgemeinen Satz zu beweisen , will ich zuerst 
eine Reihe von specielleren Sätzen beweisen, deren Richtigkeit 
dann auch die Richtigkeit des obigen allgemeinen Satzes 
bewahrheiten wird. Zugleich werden wir aber bei diesem 
Verfahren Manches bemerken, was wir später gebrauchen 
können. | 
a) Wir wollen zuerst beweisen, dass dieses Gesetz schon 
für die Coeffieienten der gegebenen Partialfunetion pi= fn, (2) 
selbst, ja schon sogar für die ursprüngliche Hauptfunction 

fe) =m tet” + tt, 
aus welcher wir uns p; als Partialfunetion vorstellen, bereits 
stattfand. } 

Dass das Gesetz (II) in f„,:(x) stattfindet, ist sofort klar. 
Denn greifen wir zunächst den allgemeinen Coefficienten von 
icht, also ot heraus, so ist unmittelbar zu sehen, dass 
nach der obigen Definition 


j Snid (Qgnpi) = (9 + 1) datini 
ist, also 
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Si i d (o, nti) 


ES? = AgHin+ir 
und ebenso 
Bräi att _ Il) ER 
SES aan "viii 


etc., was mit dem ausgesprochenen Satze genau überein- 
stimmt. — Uebrigens folgt die Richtigkeit dieses Satzes für 
den Fall, dass die Coeffieienten der Reihe von der ersten 
Dimension sind, unmittelbar aus den obigen Formeln (e), (ß). 
Ebenso leicht ist für diesen Fall auch die Richtigkeit der 
Formel (I) einzusehen. Denn offenbar ist der Definition 
gemäss 

nn) a 

vm  Uttntin 

und da für diesen Fall, wo gt: von der ersten Dimension 
ist, für t >-1 


$. d (Agn+i) = 0 


ist, so findet genau die obige Formel (1) statt; nur besteht 
die in derselben angedeutete Summe nach ¢ diesmal aus einem 
einzigen Gliede, weil 4 nicht grösser als m, als der Exponent 
der gegebenen Potenz, welcher jetzt der Einheit gleich ist, 
sein kann. — Findet aber dieses Gesetz allgemein zwischen 
den Coefficienten einer beliebigen en Partialfunetion nt! Classe 
statt, so sieht man sofort, dass dasselbe Gesetz schon bei 
der ursprünglichen Hauptfunction stattfinden muss, weil 
dieses nur ein specieller Fall (n = 1, ¿= 0) des vorigen 
ist. — Die Formeln (l) und (II) enthalten somit eine ge- 
wisse Darstellungsweise für Potenzreihen, welche an Stelle von 


W 


f@) = Ki echt, 
3 VI 
oder allgemeiner von 


n 


Le El = Ki SE D Aen v 
U 
treten kann. 


Bevor wir aber auf die Bedeutung dieser Darstellungs- 
weise weiter eingehen, wollen wir zuerst die Gültigkeit der- 
selben noch erweitern. 
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b) Auf Grund der Eigenschaften 
(1), 2), (8), 4) in $ 3 


kann man behaupten, dass erstens, wenn das Gesetz für eine 
gewisse Potenzreihe stattfindet, dasselbe auch bestehen bleibt, 
wenn die Reihe mit einem constanten Factor multiplicirt 
wird; und zweitens, wenn das Gesetz beziehungsweise für die 
Coefficienten mehrerer Potenzreihen (welche in einem ge- 
meinsamen Gebiete convergent sind) stattfindet, dasselbe auch 
für die Coefficienten derjenigen Reihe besteht, welche die 
algebraische Summe jener Reihen repräsentirt. Gelten also 
die Formeln (I) und (II) für die Coefficienten von Ei 
f.(&), - - , so gelten sie auch für die Coefficienten der Reihe 
F(x), wenn 
Bil = A fia) Aha) ee: 

c) Wir wollen jetzt beweisen, dass das Gesetz auch für 

die Coefficienten von F(x) stattfindet, wenn F(x) das Product 


zweier beliebiger Partialfunctionen derselben Classe zweier 
Hauptfunctionen 


Ka an 
fı (£) = 7 h 41,9%, f(x) = 2 o daa, 
0 $ 
welche in einem gemeinsamen Gebiete convergiren, repräsen- 
tirt, also für 


F(a) = fi (8) + Es 


Nyt 


Sind fi (x) und f(x) in demselben Gebiete convergent, 
so sind es auch die circumplexen Funtionen derselben, nämlich 
fı (oi und fy (r*a) , weil die Substitution von ra anstatt x den 
Werth von & nur um einen gewissen Winkel dreht, den 
Modul aber unverändert lässt, wobei der Convergenzkreis 
also derselbe bleibt. Ebenso müssen es aber auch die Partial- 
funetionen sein , die, wie wir wissen, endliche lineare Summen 
der eircumplexen sind. Folglich darf man die Multipli- 
cation von 

fa (£) = Mii Vi E Anp DTE Ai, 2ni P raadi 


fra) = azp 2 + aanp de at 


n, iz 
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nach dem bekannten Abel’schen Gesetze 
tal —a,,; ga icht lena A2, ngih F Ai, mpi A2, i | HH 

+ [aii A2, 2ni F A, nti A2, nti + Qı,2n+i, doi Joinekickz E, 
ausführen. Es ist nun sofort klar, dass nach der Definition 


nd (Aii Q2,;,) = Qi, i, © Qd,n+i, F Al, ndi ' A2, i9 
und ebenso ferner 
Snd(aı,i, ` A2, niz + Ai, npi, * azi) 
= Hl. A A2 2ni + Ai, nth Anpi + M, ëtt, A2 i) 
etc, was mit der Formel (II) zunächst für die ersten zwei 
Coefficienten vollkommen übereinstimmt. Ebenso ist aber 
allgemein 


Ballo * Q2, qn+i, F Q1,n+i,@2,(9-Dn+i,  Q1, 20-45, Ouest + 
E F Qi, gnti Q2, i) 
= (q+ Don Azani F M, nti A2, qmi F A1, 2ni A2 gini H 
t HM, atn A2, ipl- 

Weil aber die Gleichung für alle Werthe von g besteht, 
so ist hiermit ausgesprochen, dass die Formel (II) für alle 
Coefficienten von F(x) richtig bleibt. 

Aber auch die Gültigkeit von Formel (T) ist ebenso leicht 
einzusehen; da nämlich hier die Coeffieienten von der Zen Di- 
mension sind, so wird man nur zwei aufeinander folgende 
sd-Operationen auszuführen haben, um sich von der Rich- 


tigkeit zu überzeugen. 
In der That ist: 


Sn A(aı, i, @2,9n+i, + A1, nti, Q2,@—1)n ti, + Aai, 204, TT Ee 
+++ A1,gn-ti, A2 ia) 
= Li, i, Qg,(g-+13a+, F01, n-ti A2, gnti + A1, 2ni, Q2,(@ nt, F 
+++ Qi, gnti A2, nti F AHi A2, i) 
+ [ai, nti A2; gnti + A1, 2ni, @,@—19n + F A1, 3ni, A224 F 
EE DI TTT A2, 2n4i + M, qunpi, DEA 
Dabei enthält die erste Klammer rechter Hand das Re- 
sultat der partiellen sô-Operationen aller Glieder nach o, 


und ausserdem noch zuletzt das partielle sô des letzten Gliedes 
nach a,, während die zweite Klammer daselbst das Resultat der 
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partiellen sö-Operationen aller Glieder (mit Ausnahme des 
letzten; welches schon in der ersten Klammer aufgenommen 
war) nach a, ist. Bildet man jetzt s’?d von demselben all- 
gemeinen Gliede, nachdem in demselben (q — 1) anstatt q 


gesetzt worden war, und bemerkt man, dass sowohl e, 0a ( J 


als auch sl,  ) verschwindet und 


s? d ) = 2 Sn,;0a, : Sn,i 0a, ( A 


ni 
so hat man: 
Smit d 
E F Anti sa-a EE + Asanti Aai) 
= SC Q2, gnti + A1, änt A2 ginti kees zb A, gnti A2, nti]. 


Dieser Klammerinhalt ist aber genau identisch mit dem In- 
halte der zweiten Klammer in der vorletzten Gleichung. Be- 
zeichnet man daher die Coefficienten von F(x) mit C}, so 
ist offenbar 


Cu = Sad Opi — F Sid Cu, 


z sfd C, 
o= $ o y Men, 
E 


(hier 4 = 2, weil diesmal m = 2), 


d. h. 


was wir beweisen wollten. 

Nun bemerken wir aber, dass F(x) wiederum eine 
(Gr Partialfunetion (ix = D + îi) derselben, aen Classe 
wird, welche in demselben Gebiete wie f, (x) und GG) con- 
vergirt. Bezeichnet man jenes Product als eine solche 

F(z) = f. D (2), 
so kann man dieselbe mit irgend einer Gen Partialfunction 
n'e Classe einer in jenem Gebiete convergirenden Haupt- 
function (or) wie oben multiplieiren, und für dieses Product 
RIE aD = 0 ka) D 
muss nach dem Obigen jenes Gesetz wiederum stattfinden. 
Es ist klar, dass man ebenso weiter fortfahren kann, 
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weil bei dem Beweise die Werthe von ¿ ganz beliebig waren, 
und es wird also ebenso richtig bleiben für 


Se LE O Eer E SE 


In jener Willkürlichkeit ist aber auch die Möglichkeit 
eingeschlossen, dass die Factoren einander gleich sind. (Würde 
man übrigens für diesen Fall einen besonderen Beweis ver- 
langen, so wird dieser offenbar nur für It, toi auszuführen 
nöthig sein, und dieses kann nach dem Obigen leicht ge- 
schehen.) Und so ist hiermit die Richtigkeit jenes Gesetzes 
auch für eine beliebige at: Potenz allgemein bewiesen. 

d) Folgende Potenzirung ist zur Uebung wirklich durch 
sd-Operationen nach den Formeln (I) und (II) bis auf sieben 
Glieder ausgeführt worden, weil wir später von diesem Re- 
sultat Gebrauch machen werden; man kann sie leicht veri- 
fieiren. 


(2) — Ta LEUR = o. e A (7) "a Le "Ze ae 3 


+), 


zb CG e As nti | 


m kand s 
germi 4 Se a” d VE grimi L 
m m—2 
+26) Qi RL PR, 


Ss t d "goe: | 


+ De, ament Ed, ` og 
+33) a; e o l Hi ZA) vie Anpi 
4 1 Ce m-2 "Së Ha m—3 aa Se 
En Se "ës 1:94; +3(3) o "o. Qanpi 


5 Ei a Dua Le | SE wee? „HR 
SE Ja; "o Arpi Qing 


ig (7) a. a, ni 
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+ (a, mL... 
HE el gent: 
ele EES 
kaler? a ee 
Eë Wirion feat 
Han | 
HE 
E Lg Lag d 
+2 (3) Go sitläsi/ 
+2) 0,4%: 


zs (Uer? Det 


(Die geschlungenen Klammern fassen diejenigen Glieder 
zusammen, deren Zahlencoeffiecienten sich zu den Binomial- 
coefficienten ergänzen. Bei einer anderen Gelegenheit werden 
wir aus dieser Form Schlüsse ziehen, welche für die Con- 
vergenzbedingungen unserer Operationsreihen wichtig sind.) 


In gewissen Fällen wird die Formel für den Quotienten 


Be zur Anwendung bequemer sein, nämlich: 
Of 


gan HR 


o IST mz et GM er) 
EK, ` 


H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 3 


| 
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OC re er 
ER RE La) rie 
+ +10) KSE 

A at Zeg Sa 

+0) unit | 


| 


Für den Fall, wo das Verhältniss zweier aufeinander- 
folgenden Coefficienten in der gegebenen Partialfunction €, (o) 
constant bleibt, also 


ABr ST 
aa €’ 
wo die Reihe also innerhalb des Kreises mit dem Radius 
1 


R < mod. c* 


convergent ist, nimmt (4 1 offenbar die Form an 
fni @) m m -+ Ze 
! IN 
Ee e ee 
Weil nun der mit o variirende Binomialcoefficient die 


Einheit zur Grenze hat, so ist die Entwickelung nach unseren 
Formeln für [fan ston in demselben Gebiete 


mod. ds ZA 


convergent, wie f„;(2), wie zu erwarten war. 

Die Fälle eines variabeln Verhältnisses kann man mit 
Hilfe des bekannten Mittelwerthsatzes auf den obigen zurück- 
führen. 

e) Man kann sich folgendes Problem stellen. Es sollen 
die noch unbestimmten Coefficienten o in f„,:(x) so bestimmt 
werden, dass Lola) einer gegebenen Gleichung genüge. 
Lösen wir zunächst die allereinfachste 
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Aufgabe. Wie müssen die Coefficienten agny; beschaffen 
sein, damit Ltr) für alle Werthe von x in der Umgebung 
von æ = () eine Wurzel der nach z binomischen Gleichung 


gm — gem! — ma anit ™ = 0 
repräsentire, und wie gross ist der grösste Radius dieser 
Umgebung? 

Auflösung 1. Die Coefficienten von g2” in (Q) müssen 


alle, sofern q > 1 ist, einzeln verschwinden. Darnach be- 
kommt man die Gleichung 


anti ` 1—m ( nti J 
3 


D 
a; 2 


und weun man diesen Werth in den nächsten Üoefficienten 
einsetzt, so bekommt man 


Baal: _ (1m) (1— 2m) Eet 
Fe: 2.3 


D 


etc., und so allgemein 


@n+i ` 1(1— m) (1 — 2m). -. (1— (q—1) m) Le" 
a; q! a; 
q—1 
Hl (i— im) 
BET SE Za Si E 
q! a; 


Unsere gesuchte Partialfunetion lautet also 


2 
EL EE 
te et 


3 
JD wl ëm) Gi Aäeht lt... 
P EE a? he = 


Der Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder lautet 
im Allgemeinen 


watt N Delt R 


und weil der Zahlencoeffieient N, dem Grenzwerth 


a ar tee 


sich nähert, so bleibt /„,:(=) convergent und zugleich Wurzel 
EK 
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der gegebenen Gleichung innerhalb des Kreises mit dem 
Radius 


1 


R< mod. en F: 
M apti 


Es ist für diesen speciellen Fall leicht, die Bedingungen 
anzugeben, unter welchen die circumplexen Functionen m'e" 
Classe von Et) innerhalb dieses Gebietes sogar sämmtliche 
m Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen. Wir werden 
aber weiter unten dieses Kriterium viel allgemeiner auf- 
stellen. 

Zweite Auflösung. Sollen in (Q) innerhalb eines 
endlichen Gebietes sämmtliche Glieder mit gı” für q > 1 
identisch verschwinden, so wird in diesem Gebiete die Glei- 
chung bestehen 


Ta, i (x) 


i 


Lee Anti n 


Setzt man für einen Augenblick m = gp e E- be- 


zeichnet ferner die linke Seite mit g(&)” und entwickelt 


1 
p (É) = (1 + 35)" 
nach dem binomischen Lehrsatz, so gilt innerhalb des Kreises 
mit dem Radius 1 in der &-Ebene die Reihe 


er 
af a— am) 


met a t 


1 
also innerhalb mod. x < mod. Les cl gilt, wie oben, die 
Reihe . 


W 
í , a 
fu.) = gg + apart + Zi N, 3 art 
2 i 


und ist sie in diesem Gebiete Wurzel der vorgelegten Gleichung. 
f) In Anschluss an die Bemerkungen (1) und (2) am 
Schlusse von $ 4 bemerken wir auch hier, dass in der mt 
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Potenz einer Aen Partialfunetion n'e! Classe alle Coeffieienten 
homogene Functionen von 


Qi, Anpi; antis AAT Mg npi 
von constanter m'e Dimension sind, und was das Gewicht 
betrifft, so ist dasselbe bei dem Coefficienten von x? genau 
gleich q. Und weil die m'e Potenz einer den Partialfunction 
wiederum eine (mi)! Partialfunction derselben aen Classe ist, 
so gilt für das Gewicht der Coefficienten, wenn man dasselbe 
mit @ bezeichnet, die Congruenz 

G = mi(mod. n), 

ebenso wie für die betreffenden Exponenten 


= mi(mod.n). 


Ganz Aehnliches konnten wir auch oben. bei dem Pro- 
ducte von La Gr) und fn,,,(#) bemerken, dass nämlich die 
Coefficienten alle von der zweiten Dimension sind und vom Ge- 
wichte (übereinstimmend mit dem entsprechenden Exponenten) 

G = i + i (mod. n). 

Es ist nun auf Grund der erwähnten Bemerkungen leicht 
einzusehen, dass dasselbe auch bestehen bleiben muss, wenn 
die Anzahl der Factoren eine beliebige ist, und ganz analog, 
wenn beliebig viele darunter gleiche sind. Man hat also 
ganz allgemein den 

Lehrsatz B. Ist F(x) eine ganze homogene und iso- 
barische Function m” Grades und vom Gewichte @ von den 
Partialfunctionen ier Classe 

Dmt Paiz? Schr Pan, 
aus den entsprechenden Hauptfunctionen 


DL, fa(2), Eile. f«(&), 


wobei 
Ke 
fa (£) = V KIEM 
0 


ist, so ist F(x) ebenfalls eine Partialfunction n” Classe, deren 
Ordinalindex 


=m, Wi + m, ta Lee E Mei, 
oder genauer 
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i= m -i tm, io +: + me: iy (mod. n), 
wobei 
m + Mm +: m. =m 
den Grad und 
m ù + m -i + tm. fe = D 
das Gewicht der Coefficienten von F(x) ausdrückt, fiir welche 
übrigens die Formeln (I) und (II) gelten, so dass sie alle von 
der men Dimension und (übereinstimmend mit den entsprechenden 
Exponenten) vom Gewichte G. 

Es bedarf hier keines besonderen Beweises, da die Be- 
hauptung aus lauter solchen Behauptungen. zusammengesetzt 
ist, deren Richtigkeit bereits bewiesen ist, und aus denen die 
erstere direct folgt. 

g) Vergleicht man die Formeln (I) und (Il) mit einander, 
so ergiebt sich die identische Gleichung 


2 r 
Ss" d(C,) 7 si d'De) 
(L) f u! ° 2 (+ E: t! 23 


(wenn nämlich in der für alle ganzzahlige Werthe von 
t= 1, 2, ---, u gültigen Formel (II) von dem speciellen 
Werthe {= u Gebrauch gemacht wird). 

Diese Gleichung (L) stimmt genau überein mit der all- 
gemeinen Formel (K) in $ 4, in welcher nur anstatt p(K) 
hier CO, getreten ist. Nun haben wir aber die Gültigkeit von 
(I) und (II) und somit auch von (L) für die Fälle bewiesen, 
wo Uu eine ganze homogene Function von Pi, Pia, * * rn Pi, Ist; 
folglich ist hiermit der oben (pag. 23) versprochene Beweis 
von (K) für diesen speciellen Fall von 


Bio) cs u, oder auch (ww, nps Uantiz' * Pr, 


welchen wir hauptsächlich brauchen, geliefert. 

h) Man kann nach dem Obigen jede in eine Potenzreihe 
entwickelbare Function überhaupt mit Hilfe der Formeln (I) 
und (Il) formell darstellen (s. pag. 28), nämlich, wenn CU, den 
Coefficienten von æ“”+ bedeuten soll, 

nach (I) ; 


M) TRA > 2 a a ee int, 


0 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VII. Capitel I. $ 5. 39 


wenn die Bestimmungen für die Potenzreihe durch eine 
recurrirende, zwischen £ Coeffiecienten derselben stattfindende 
Bedingungsgleichung ausgedrückt sind; oder auch 

nach (II) 
Said (Cg) 
mia) ae e FEN 


wenn die Bedingungen einen beliebigen Coefficienten durch 
einen beliebigen vorhergehenden bestimmen. Diese Dar- 
stellungsweise, welche, wie wir gesehen haben, zugleich auch 
die Form derjenigen Function F(æ), welche eine gewisse 
ganze Function von unserer f„.(x) sein soll, in sich fasst, 
hat noch ausserdem den Vortheil, dass sie gewisse Eigen- 
schaften der oefficienten ganzer Functionen von Partial- 
funetionen ganz besonders ausprägt. Ja sogar mehr als das. 
Da nämlich eine Potenzreihe überhaupt eine unendliche 
Summe von ganzen Functionen ist, so müssen unter den- 
jenigen Berücksichtigungen, unter welchen der Uebergang 
von ganzen rationalen zu ganzen transcendenten, oder irra- 
tionalen Functionen (um den Ausdruck von Weierstrass zu 
gebrauchen) gestattet ist, die obigen Formeln (I) und (II) 
auch für Fira) gelten, wenn F(s) selbst eine gewisse 
Potenzreihe von x ist. Es würden sich daran ganz analoge 
Untersuchungen knüpfen lassen, wie die Weierstrass’schen 
für die Begründung der analytischen Functionen durch den 
Uebergang von den endlichen ganzen Functionen zu den un- 
endlichen. Oder strenger gesagt, es würden sich jene Unter- 
suchungen in der Form unserer Darstellungsweise erkennen 
lassen. — Dass sich allgemeine Gesetze über Potenzreihen 
durch diese Formeln (da wo sie gelten) ausdrücken lassen 
müssen, ist eigentlich von selbst verständlich, weil diese 
Formeln (wo sie gelten) nicht minder als die Maclaurin’sche 
Reihe das Bildungsgesetz aller Coefficienten in sich fassen 
und sich von jener wesentlich nur darin unterscheiden, dass 
jene sich auf die Werthe der Function für gewisse Werthe 
der Variabeln bezieht, während unsere Formeln auf die all- 
gemeine Form der Function als Potenzreihe 
fu te te + 


Bezug nehmen, und deshalb sind sie überall in solchen Fällen 


xa ni : 
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mit Vortheil anwendbar, wo es sich um identische Relationen 
zwischen den Üoefficienten handelt, wie diejenigen es sind, 
welche zwischen den Wurzeln und den Coefficienten all- 
gemeiner (litteraler) Gleichungen, oder zwischen den Coeffi- 
cienten transformirter Formen, Invarianten etc. 

Es ist jedoch hier nicht gut möglich, darauf näher ein- 
zugehen, ohne sich vom Ausgangspunkte zu sehr zu ent- 
fernen; im Folgenden soll vorläufig nur ein Beispiel dafür 
gegeben sein, wie man schon aus den obigen Bemerkungen 
nützliche Folgerungen ziehen kann. Aber zunächst noch eine 
ergänzende Bemerkung für die Ausdehnung jener Gesetze auf 
eine beliebige ganze rationale Function (nicht blos eine homo- 
gene) mte Grades. 

i) Obwohl jene Sätze für eine algebraische Summe gelten, 
falls sie für die einzelnen Summanden richtig sind, so gelten 
die obigen Lehrsätze (A) und (B) ohne Weiteres nur dann 
für eine Summe von Potenzen, oder von verschiedenen ganzen 
homogenen Functionen von Partialfunctionen, wenn die Summe 
aus Summanden von gleichem Gewichte (isobarisch) besteht, 
sofern man das Resultat nach Potenzen derselben Variabeln, 
wie die ursprünglichen Partialfunetionen geordnet haben will. 
Nebmen wir z. B. 

m—=n=5 


und entwickeln nach (Q) die Die Potenzen der Partial- 
funetionen 


P5,1; Ps, 5, 5, 

so bekommt man: ne 
Der Le a,’ x° + GEN RAN BR GEN + 10a,°a,?) giS 

+ (5a,a + 20a, a50 + lead) a0 +, 
Piy = aša + 5a,ta, £5 + (da,ta, + 100,07) x 

+ (Ša a SEET + 100, Ce ebe e 
P; 5 = gail + Basta, + (Doha + 1003305?) 2 

+ Basta, + 20a; as ays + 1003? ag’) 2 + -rs 
Psa Wa + Dog" (da,ta,, + 10a,day?) ci 
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wobei in jeder dieser Gleichungen die Dimension constant 
= D ist, während das Gewicht rechter Hand einer jeden 
Gleichung im ersten Gliede gleich dem Gewichte linker Hand 
ist, und in jedem weiteren Gliede steigt dasselbe um 5. Man 
sieht auch, dass alle Glieder in 1, aus den entsprechenden 


Gliedern in De „ direct dadurch, dass man auf alle Indices die 


Substitution SR) ausübt, erhalten werden. Dasselbe gilt 


auch natürlich allgemein für die Erhaltung von f,,; (2)” aus 
faa Lë, wie man aus (Q) leicht ersehen kann. 


Ferner findet offenbar unter den Coefficienten von æ in 
jeder der Gleichungen jedes der Gesetze A und B statt. 
Bildet man aber die Summe dieser Gleichungen und ordnet 
wiederum nach steigenden Potenzen von æ, so kann in der 
Summe der Coefficient von gt, welcher eine Summe der Coeffi- 
cienten von g!’ in den beiden ersten Gleichungen ist, nicht 
aus dem Coefficienten von gë in der Summe, der lediglich aus 
dem Coefficienten von z° in der ersten Gleichung allein be- 
steht, durch die sd-Operation erhalten werden, weil diese 
Operation, ausgeübt auf den Coefficienten von 2" in der ersten 
Gleichung, bloss den Coefficienten von x! in jener ersten 
Gleichung liefert. Ebenso wenig kann in der Summe der 
Coefficient von in. der aus den drei Coefficienten von 215 
in den drei ersten Gleichungen entstanden ist, aus dem Üoeffi- 
cienten von x! in der Summe, zu welchem nur die ersten 
zwei Gleichungen beigetragen haben, durch Substitutional: 
differentiation erhalten werden, und ganz aus demselben Grunde 
ebensowenig der von g? aus dem von x. Dagegen liefert 
(bis auf einen Zahlencoeffieienten) die Operation $,d, aus- 
geübt auf jeden Coefficienten von g1” für g > 4 jeweils den 
nächstfolgenden Coefficienten, weil von x?" an jeder Coefficient 
in der Summe bis auf einen Zahlencoefficienten die Summe 
„aller Coefficienten von entsprechenden x2” in allen einzelnen 
Gleichungen ist; und weil für jeden Summanden das Gesetz 
(II) in A gilt, so gilt es auch für die Summe, — Man er- 
kennt leicht, dass ganz dasselbe auch stattfinden muss für 
eine Summe von homogenen Functionen desselben Grades und 
von verschiedenem Gewichte: auch dort beginnt (abgesehen 
von einem Zahlencoefficienten) die Gültigkeit von (I) und (II) 
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von dem Coefficienten von x” an zu bestehen, wobei M das 
Maximum unter den verschiedenen Gewichten der einzelnen 
Summanden ist. 

In der That gilt (bis auf einen Zahlencoefficienten) dieses 
Gesetz von dem Gliede mit 270 an in folgender Summe 


5 5 
Pan EPa t PT Pai + 220p: (CEO 3 DAD 


vg %5 da,'a, E o ee ge-Loaälalin-t 
+ .,0? +20[a;(a,?’ aza; +a? a4’) 
+20a,’a,a;? + 2a, a, az (a, ge + Q,4,)] 
+ 10a,?a? + 20a, apan + data + 100a | 020 + >, 
+ 5a,'a + 50ta + a,’ + 
+ 20[a,?(ayas? + 2a,030,5 + 2 aza; ag + a? ai) 
+ a,’ (2 az gute + a,’ as) 
+ az’ (2a, apa; +20 a ly + aga’) 
+ a? (2 a,a3a;) + 4a, a, Qg ag ag] 


welche wir weiter unten gebrauchen werden. 
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Zweites Capitel. 


Erweiterung der sd-Operation und Anwendung 
derselben. 
8 6. 
Inverse Functionen von Cofunctionen. 


A. Imverse Functionen von Partialfunctionen. 


a) Es ist leicht einzusehen, dass die obigen Formeln 
(I) und (II) auch für Coefficienten einer negativen m!" Potenz 
einer beliebigen de Partialfunction n"! Classe gelten. Denn 
man kann sich zunächst überzeugen, dass das Gesetz für 
m = — 1 gültig ist, indem man durch gemeine Division 


E? e 1 e, Sen, -i n—i 
A) tellt i a a appt 


A i i n-+i 
EE Ero aF, e 8 ell Et 
+a Datz 1% ag, ac E ENEP 
=S —3 
gim Be a ni ob 2 a, Datt az n+ i 
7 
fe Anpi | 


eine (— Or Partialfunction m'e Classe erhält, deren Coeffi- 
cienten nach jenem Gesetze gebildet sind, und zwar sind sie 
von der (— Liter Dimension und vom Gewichte 
@ = — i (mod. n). 
Ebenso sieht man leicht, dass das Quadrat von F a 
nach dem bekannten Gesetze gebildet, eine (— 2) ge Partial- 
function n'e! Classe 


www.rcin.org.pl 


44 Abschnitt VIII. Capitel II. $ 6. 


GC LEI" e e eet — 2a Au EE 2 ri 


n+ i 
Ge g "e 
e Aa "o GL gni 
EF Ga, Aarti anpi 
E 2a; Qs nthi 


liefert, deren Coefficienten von der (— Zen Dimension und 
vom Gewichte @ = — 2i (mod. n) sind, und man sieht sofort, 
dass jene Formeln (I) und I) für m = — 1 und m = — 2 
wohl gelten. Nimmt man nun an, dass dasselbe Gesetz auch 
für m = — q gilt, so dass 


IT > ER I ECH 


+ Pa Pal gi nati (59 a E Ri... 


| 
+ = S. Zeg, Gi n-Hi + 2 D d Ed Aati a ni 
Ss E d ei g Os nti 


mit jenen Formeln übereinstimmend gebildet ist, so erfolgt 
offenbar durch Multiplication von (u) mit (4) eine Formel für 
fn, i (E) 0+0 


1 
(oje | 
in der Gestalt 


Cé 4 ce ENG E S S 
(E, tal +) _ a; (4) „ati DC ur Ya; MEE la a" (HDi 


+ er») acht? od. ; | in + 
Kr 1 "mé Lie 
+( SN Ja; (+1) cas | 


de e SS D) a, Er a 


x 2( % a D) ANS Anpi %2 SC 


| prai SE, 


3 


a. e ST éi e Rich ee 
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was genau mit Q für m == — (q + 1) übereinstimmt. Gilt 
also das Gesetz für m = — q, so gilt es auch für m=— (q+ 1); 
es gilt aber für m = — 1 und für m = — 2, folglich auch 
für m = — 3, m = — 4 etc., also allgemein. 


b) Nun hat Jacobi gezeigt, dass wenn y=f(x) eine 
nach steigenden Potenzen von æ entwickelbare Function von 
x ist, in welcher das Glied mit der ersten Potenz der Varia- 
beln x! nicht Null ist, nämlich 


Ka 


1 


die inverse Function z = (y) ebenfalls als Potenzreihe 
g= Iıb,y! 
1 
dadurch gebildet wird, dass 


er E Res Kei 
e y 


gesetzt wird, wobei, in bekannter Weise, 


Res EA 
y! 
den Coefficienten von H in der nach steigenden Potenzen 


von æ entwickelten Reihe von Si bedeutet. 


Für Yni = fn,:(&) ist aber wie wir gesehen haben, 
1 5 Ee: e ; 5 j 
Trek eine (— gi)! Partialfunetion n'° Classe, d. h. eine 
Potenzreihe, deren Exponenten e die Congruenz befriedigen 
€ = — gi (mod. n). 
Fehlt nun in Latz) das Glied mit x! nicht, d. h. ist 
i = 1, so wird die allgemeine Congruenz für die Exponenten 
von [/n,ı(2)]? einfacher 
€ = — d (mod. n), 


so dass für den Üoeffieienten von H nothwendiger Weise die 
Bedingungsgleichung 


, pn — des 1, 
oder die Congruenz 
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= ] (mod. n) 


befriedigt werden muss, wenn der betreffende Coefficient b, in 
der inversen Function existiren soll. Daraus folgt der 


Lehrsatz. Die inverse Function einer ersten Partial- 
function n” Classe ist (sofern der Coefficient a, von x! von 
Null verschieden ist) wiederum eine erste Partialfunction der- 
selben n” Classe, deren Üoefficienten aus der obigen Formel 
(u) erhalten werden, wenn man sie vorerst durch q in beiden 
Seiten dividirt, darin i=1 setzt und dann für b, das erste 
Glied rechts nimmt und darin q = 1 setzt; das zweite Glied 
liefert, wenn man in demselben. q = n + 1 setzt, den Coeffi- 
eienten b„+ı, etc. Das u" Glied liefert für q = (u—1)n + 1 
den Coefficienten bu-ıyntı- 

Es ist somit 


2 
1 dh n+1)a, 17 —Q Aynıı , 

a ee ee, Dee Se 
a art a? + 


We (3 n er 2) anyi A, n+1 


oi n-+-3 


asi 


etc. 
a} ER 


Es ist zugleich in dieser Form ersichtlich, dass die Be- 
dingung, dass a, von Null verschieden sei, nothwendig war, 
da sonst alle b unendlich gross geworden wären. 

Man thut indess besser daran, wenn man den Divisor q 
in jedem Gliede stehen lässt, wodurch die erhaltene Form 
der Potenzreihe für die inverse Function unserer ersten Partial- 


function nte Classe mit der Potenzreihe für aa eine 
1 


derartige directe Analogie erhält, welche es ermöglicht die 
eine von der andern direct mechanisch abzuschreiben. Setzt 
man nämlich die obigen Werthe für bi ein, so bekommt 
man für die inverse Function: 
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EI 


eine Formel, 


folgenden Merkmalen unterscheidet: 
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Beet 
NER — (n+ 1)\ nry Gi 
A EEE CES 
2 
` EnH) Sapa | wen 
ee 
2 Be: eh | 2n+1 
3 
et 1 KS 
SS Gë d SH H Z2nii 
EE, 
Se “er ge SIR SEN 
1 
— (3Rr+1)\ Isny 
+ ( 1 ni 
4 
— (4n F 1)\ Tny y wirt) 
Eier TA e 
2 Aert V 
ees Gë 1 a, a wé 
+3( ( d ZE H 
SEH 1 a? 
A Wé d ER 
SEH a Gy, 
ar Sagen 
1 
— (4n+1)\ np | 
zb ( 1 ) a | 
a” mem r 
welche sich von der für FE (EEN nur in 


1) Während dort rechter Hand m einen constanten Werth 


hat, variirt hier — m ganzzahlig und zwar nimmt es succes- 
sive die Werthe der aufeinander folgenden entsprechenden 


Exponenten an: 


—m=1, n+1,2rn +1, 


“anA i; 


ee ist aber (73) = 1): 


H 


(ex 

Á K ws 
tIBTEKA = 
A 
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2) Anstatt des dortigen ë hat man hier -3 und endlich 
1 
wird noch 
3) jedes Glied er hier durch qn- 1 dividirt, wäh- 
1 


rend dort der gemeinschaftliche constante Divisor m bei allen 
Gliedern auftritt. 


Ist nun speciell ep Lë so wird auch hier 
Ka-ı)n+1 A 
(ähnlich wie in (9')) 
( d n+1 
_9.(-@+1) nr) nF 
er a Fi 1 ) ( a ) nfi 


—(2n+1)+1) (Ar SEE 
+( 2 LUS, ) mAAR 


et y eI", 


EP anti 


Spee 


und die Convergenzbedingung für diese inverse Function 
(x als Function von y) ist 


mod. [a — n) Bere y] SL 


also 
1 


mod. y < mod. [a — n) Pa S 
1 


während die Convergenzbedingung für die directe Function 


(y als Function von 2 
1 


mod. x < mod. (Pa? 
ist. 3 
c) Ist aber ¿ von 1 verschieden, dabei aber grösser als 
Null und relativ prim zu n, so kann man zuerst diese ge- 
gebene dr Partialfunetion n'e Classe 
fn.:(&) = Yn, i = gef + An art + Gawkt EH + rg 
in welcher a; von Null verschieden ist, nach Formel (Q) zur 
Potenz + erheben, wozu nur nöthig ist, in (Q) m = 5 zu 
setzen. Man erhält eine erste Partialfunetion n"! Classe 
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Fate li Anpi? rH. dé 


aus welcher man dann ze nach der obigen Methode nach 
1 


i 


n, i 


ganzen Potenzen von L ) entwickeln kann; wir bezeichnen 


diese Reihe 
3 a Sai 
Ti = Pi(Yn i) =b, P E F F bongi Yni j PARR d 


Denkt man sich eine (vollständige) Reihe, welche fort- 
1 


schreitet nach ganzen positiven Potenzen von y’, (welche 
Entwickelung weiter unten ausführlicher behandelt werden 
soll) und bezeichnet dieselbe mit 


£ 2 © q 
p) =b Hb y Hb y H Div, 
q 7 Ber? 

und zwar so, dass diejenigen b, welche mit den unsrigen 
gleichen Index haben, mit denselben beziehungsweise identisch 
sein sollen; setzt man ferner dn anstatt y, multiplieirt 
p(t Y) mit dem Factor 77*** und nimmt dann die Summe, 
welche durch die ganzzahlige Variirung von 

h=0,1,2,-:„n—1 
erhalten wird, so entsteht, kraft der Voraussetzung, dass ö 
relativ prim zu ~% ist, 


CEA ao AB 
> T 22 i > 1 D 

h RK x "ei Y) éi q b / H CZE 
0 D 7 


wobei a — die Summe der (q — x)! Potenzen sämmtlicher 


Wurzeln von on — 1 = 0 bedeutet, so dass nur solche Glieder 
H, ScHAPImRA, Cofunctionen, I, 2. 4 
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bestehen bleiben (und zwar alle mit dem gemeinsamen Factor n 
multiplieirt), für welche q = x (mod. n) ist. Man erhält also 
die identische Gleichung 

SS wi e 


n—1 
i 


1 Nro =b y +o y +b y + 


n Zn-La 
0 SC 
= 9:(y). 
nm, 


Wir nennen dieselbe, als Analogon zu den Cofunctionen 
mit ganzen Potenzen, eine ir Partialfunction n'e" Classe von 
1 


D t 


der Hauptfunction ;(y), welche nach Potenzen von a! fort- 
schreitet. — Man sieht sofort, dass unsere inverse Function 
von fai(£) eine solche erste Partialfunction (x = 1) ist. Man 
kann also sagen: Die inverse Function einer t” Partial- 
function n'e Classe ist, sofern i relativ prim zu n, und a; 
von Null verschieden ist, immer eine erste Partialfunction 
derselben nen Classe einer Hauptfunction, welche nach Potenzen 


von vi fortschreitet. Diese inverse Function ist immer durch 
Substitutionaldifferentiation in angegebener Weise zu berechnen. 
In diesem Satze ist der in b) als specieller Fall für i= 1 


enthalten. 
d) Hat © mit n einen gemeinschaftlichen Theiler d, so 
setze man 
Zë ees Bi 7 =j und SEI 
und, indem dann die vorgelegte Ae Partialfunetion n'e" Classe 
in x als eine Ze Partialfunetion mier Classe in ë betrachtet 


wird, nämlich: 


æ w 
Yn, i = PAC, ms >: Agnt+i wit Kan Ki RTE ll 

0 0 

w 


Sr Ki Gun) 24 ET = Pmj (E) Wand? 
0 
die inverse Function (& als Function a) dieser er Partial- 
function m! Classe ist dann eine erste Partialfunction der- 
selben m'e” Classe einer Hauptfunction , welche nach ganzen 
1 


positiven Potenzen vom vi fortschreitet. Oder, mit andern 
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Worten: gt ist eine erste Partialfunetion (2)7 Classe einer 


Hauptfunction, : welche nach . ganzen positiven Potenzen von 
d 


ui . fortschreitet. 


e) Der Fall der inversen Function der nullien Partial- 
function erfordert noch eine besondere Behandlungsweise, da 
für i = 0 jene Bedingungsgleichung, oder die daraus ent- 
stammende Congruenz keinen Sinn giebt. 

Man kann aber in diesem Falle in folgender Weise ver- 
fahren. Man setze nämlich in 


Yn, 0 = fa,o (2) = On F Get F aonr? H 
a” = é und Yno — Ou = M11- 
Man erhält so 
tt m EH EH E 
Agn = Qq, 
wonach aus der obigen Formel (u), wenn man darin 


GEREENT 
setzt, sich ergiebt: 


1 BEE ee WEE Se Se A 3 
Fr Eule Wale. mL ar 
die C u e | 
Ee, JEE 
det N) Er TREE 
zk E 2) SC e 
und wenn man darin nach und nach 
q=1,2,3, € Kéëe CH 
gesetzt sich denkt, jedesmal den Üovefficienten von + nimmt 


und mit ei multiplieirt, so erhält man unter der Bedingung: 


Ge sg Gu S 
4* 
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pn e E es LE SS n— a” œN? + (De a — e "el a? 
— (ba a Be geg Le a) + 
also: 


a 1 Ay, 2 
æ” = 1 4+ e? (Yn,0— %) — ZS (Yno — ao) 


2 
205, 4,45, 


e Buren Tram: Ee A 
An 


5 (a), — a, Agn Agn) + E 
RS: n n S n) n“ An (Yn, 0o — a)i 


An 


f) Als Beispiele können die zuerst in der Mathe- 
matik überhaupt gebildeten inversen Functionen angeführt 
werden, nämlich die sogenannten goniometrischen und cyclo- 
metrischen. So ist 


Ro 


er ME E 


eine erste Partialfunction 2'te" Classe und es ist die ent- 
sprechende inverse Function 


(1) y == Bn e 


H 1 S 1-3 5 
x = arcsin y = % + e Bi 5 A +: 


in der That ebenfalls eine erste Partialfunctien 2'e" Classe, 
und zwar ist sie genau nach dem Obigen gebildet. 
Ebenso sind 


3 5 
GO gäe Ztfbzckbhoat:: 
und 
i 3 5 
z= arctg y ZE 4 £ — Een 


entsprechende inverse erste Partialfunctionen Ze Classe. 
Und ganz ebenso ist auch 


8) lg +y) =y- ++ 


ES bi = 438 
log g) = It _ WEN + EI +. 
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die inverse Function erster Classe, welche der nullten Partial- 
function erster Classe 


e=-l+ ++ 


entspricht, die aber (mit dem Obigen übereinstimmend) nach 
dem besonderen, für <= O erforderlichen Verfahren be- 
handelt ist. — 

Uebrigens ist 


b 2 3 
1-gl-W-1+4+I+5 ++: 
die Hauptfunction, von welcher 
= 3 5 
r` arctg (ry) =+ 4+ E+E +.. 


eine erste Partialfunction zweiter Classe ist. 

g) Als ferneres Beispiel nehmen wir eine Function, 
welche für uns später noch von Nutzen sein soll. Es sei 
nämlich zur Bestimmung des allgemeinen Coefficienten von 


Y = P TE 
0 
die allgemeine Formel 
p—2 
H (p — Am) 
Ga nn; 
Di 


welche für p > 2 immer giltig ist (allerdings so, dass die 
nullte Partialfunetion mte Classe dieser Function identisch 
Null ist, weil für p= 0 (mod. m) offenbar a, = 0 wird) 
gegeben, und ausserdem sei noch o, ==]. 

Nach der bekannten Abhandlung von Weierstrass 
„über die Theorie der analytischen Facultäten“ (Crelle’s 
Journal Bd. 51) lässt sich der Convergenzkreis dieser Reihe 
für ein beliebiges complexes m leicht angehen. Man erreicht 
aber auch dasselbe Resultat, welches für ein ganzzahliges m 
sich durch folgende einfache Ueberlegung ergiebt. 

Da in einer bien eircumplexen Function f (rt x) der Modul 


von x von h unabhängig ist und nur das Argument sich um 
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ganze Vielfache von er unterscheidet, so haben alle cir- 


cumplexen Functionen einer beliebigen Classe einer gegebenen 
Potenzreihe, und mit ihnen auch zugleich alle Partial- 
functionen einer beliebigen aber endlichen n Classe 
(als endliche lineare Summe von den circumplexen) min- 
destens denselben Convergenzkreis, wie die Potengreihe der 
Hauptfunction. Es können aber im Allgemeinen einzelne 
Partialfuncetionen grössere Convergenzgebiete haben; jeden- 
falls ist aber die Potenzreihe für die Hauptfunetion und so- 
mit auch jede eircumplexe Function derselben mindestens in 
dem Kreise mit dem Radius, welcher der kleinste ist unter 
den Radien der Convergenzkreise der Partialfunctionen, con- 
vergent. 44 

Diese Bemerkung ist nicht ohne Nutzen in Fällen, wo 
die Convergenzbedingung einer Partialfunction f,,;(x) leichter 
wird für die Untersuchung, als die der Hauptfunction f(x) 
selbst. Hat man aber die Convergenz- von f„.(x) ermittelt, 
so lässt sich dann häufig aus der Art, wie ¿ in der Con- 
"‘vergenzbedingung auftritt, sehr leicht schliessen, für welches 
i der Ausdruck für den Radius ein Minimum wird; und dieses 
wird dann den Radius des Convergenzkreises der Haupt- 
function liefern. Ja man erspart sogar in vielen Fällen auch 
die Untersuchung dieses Minimums, da der Ausdruck 


Da ni 
Ig-1)n+i 


lim ar, 

welcher behufs der Uonvergenz der Reihe für die ge Partial- 
function zu untersuchen ist, oft durch eine geschickte Wahl 
von n von i unabhängig gemacht werden kann, wenn er es 
noch nicht überhaupt war. In solchem Falle haben dann 
natürlich alle Partialfunetionen gleichen Convergenzkreis, und 
somit auch die Hauptfunction. 

Untersuchen wir in unserem Falle den Convergenzkreis 
einer den Partialfupetion auer Classe unserer Function, indem 
wir also in 

A 


Pl oim 
da a . 


Ay = 
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die für Lat) einzig mögliche Form 
p=q:m+i 

einsetzen und den Ausdruck für zwei aufeinanderfolgende 


Werthe von p, nämlich entsprechend g und (q — 1) bilden, 
wobei wir im ersten Falle den Bruch in zwei Factoren zer- 


legen: 


qm+i—2 
Bi ((q—1)m +i) 
Agm+i = ae arm Er E = Pi ‘ Ra; wobei 


Ga Léit — imta mti] i 
P, Ei ( i A OE >= 


A ek EB 


(+1) a+): -e gmi 
P, — ( item tt all {(4-1m—1)+i}m] — 


[(g—1) m+i+1] ((g—-1)m+i+2] 
Lo -Dm— ++} m] lim a Dm—1)Hitm—3} m] EE 
[g—1)m+i+3] = [(qm-H—1] qm+i 
imtis 


Il «-:-»n+9 


ge ee E 
Aigi) mpi = Ka 1) ara 
Si (Taneri [amili 
1, 2-.vq 
< im] 2m]. [i— { (q—1)(m—1) +i—2 } m] j; 


UFD FI (am Fia mi] 


so springen folgende Bemerkungen sofort in’s Auge: 

1) Das erste Glied [gm + i] im Zähler des ersten Factors 
von 4ym+; hebt sich gegen denselben Ausdruck im Nenner 
des zweiten Factors auf. d 

2) Der ganze noch übrig bleibende erste Factor P, stellt 
genau den Ausdruck von ous ui dar. 

3) Der zweite Factor P, besteht aus einem Bruche, der 
eine constante Anzahl, nämlich (m — 1), Factoren, in 
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welchen die Grösse q linear enthalten ist, sowohl im Zähler 
als im Nenner, und 
4) Die allgemeine Form dieser einzelnen Brüche des 
zweiten Factors 
i-[-Dm—D+titulm 
i+(g—1)m+u+2 
_ mm I) — mluti)i— mm—1)g, 
So —m+itu+2+mg ; 
Per 1,0, l, RAN. (m— 3) 
sagt unmittelbar aus, dass für m > 1 und q > 2 kein ganz- 


zahliges o möglich ist, für welches in einem dieser Brüche 
der Zähler oder Nenner Null werden könnte, da die Ausdrücke 


—m(u+i)+i map es 
m(m— 1) : m 
für die Werthe 
i= 0, T2 ms l 
u =— 1,0,1, ---, m — 3 


immer kleiner als 2 bleiben; und endlich noch 

5) Dass sowohl im Zähler als auch im Nenner der 
Coefficient von g unabhängig von © erscheint. 

Schreibt man daher den Quotienten zweier aufeinander- 
folgenden Glieder der Reihe in der Form 


(m~i) (m—1)—m(u—1) 


m—2 


— m(m— 1) 


GE e LI g = a: 
De Aach? Bee pm 


0 


und setzt q = œ, so erhält man ohne Weiteres den von ö 
unabhängigen Grenzwerth 


lim mH em = (1 — m) ia". 
q=% gi) mpi 
Die Convergenzbedingung für alle ite «—=0,1,2,---,m—1) 
Partialfunctionen m'e! Classe ist somit 
e Abs. a (1— m)" < 1, 
oder 
i—m 


Mod. æ < mod. (1—m) ” , 
welche nach dem Obigen auch für die Hauptreihe gilt. 
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Um nun die inverse Function zu der ersten Partial- 
function einer beliebigen n'e Classe unserer Function zu er- 
halten, brauchen wir nur die Werthe von 


Ign-ı 
für die obige Formel (Q,) zu benutzen. Setzt man nämlich in 


p—2 


I] (p — Am) p 
ER EF a ( m 
ES: p! P \p—1 


p=qn-+-1, und trägt diese Werthe in (Q,) ein, so bekommt 
man für g=0 und a,=1 unmittelbar b, = 1; dann für g=1 


CEA 
m” m=). 
Dat = — anp = — n+1 n ? 


ferner für q = 2 


2 
Ee (F Da, ~ ZE 


GER 2n+ i 
Sie 
S Geh SC etc. 
WCS Zn Li 
Uns interessirt hierbei insbesondere der specielle Fall 
n = 1, also die inverse Function der gegebenen Hauptfunction 


selbst. Es ergeben sich in diesem Falle die einfacheren 
Ausdrücke 


1 LA 
b= t; al zl = Sal? 
1 MM 2 
ER. 
n=( w) m’, etc. 
Ar: 


Aus den Eigenschaften der Facultäten und Binomial- 
coefficienten kann man leicht schliessen, dass allgemein 


1 
q— 1 


ist, so dass die inverse Function der ersten Partialfunction 
erster Classe von 
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p—2 


W 


y= Opa; ap = — für p>2; qa=q=1 


0 


in der Form erscheint: 


| | PI o- | 4 1 
e | Ru e 


welche Reihe für jeden Werth von y innerhalb des Kreises 
mit dem Radius mod. (>) convergirt und also nach dem 


binomischen Lehrsatze auch so geschrieben werden darf: 
1 
z= y(1 + my) ". 


Erhebt man diese letzte Gleichung zur mier Potenz, so 
erhält man 


ı14+my’ 
oder eine nach y trinomische Gleichung 


LM = 


y” — may — m = Q, 
Ka 


welche durch die Reihe y= > Ap x? 


0 
p—2 


HI (p—im) 
i 


Ga es ——; p>2 ud q =a =l 


mée 
für jeden Werth von x innerhalb des Kreises mit dem Radius 


ion 


R = mod. (1 — m) ” 


befriedigt wird. 

Man sieht leicht, dass dieses Resultat mit der bekannten 
Darstellung der Wurzeln einer trinomischen Gleichung vom 
Grade m genau übereinstimmt. Bekanntlich liefert dieselbe 
Reihe zugleich [für tz! sämmtliche Wurzeln der trino- 
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mischen Gleichung, innerhalb desselben Kreises, innerhalb 
dessen keine zwei Wurzeln einander gleich sein können. 
(Vgl. Bemerkung von Gauss, Werke, Bd. III, Anzeige der 
Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen (Juli 
1849) pag. 115; Abhandl. der Kgl. Gesellsch. der Wiss. zu 
Göttingen, Bd. IV. Ferner die bald darauf von der philo- 
sophischen Facultät zu Göttingen preisgekrönte Arbeit von 
Westphal „Evolutio radicum aequationum algebraicum e 
ternis terminis constantium in series infinitas“, 1850; dann 
die einem Programm des Nicolaigymnasiums zu Leipzig bei- 
gegebene Abhandlung von Gebhardt „Die Auflösung drei- 
gliedriger algebraischer Gleichungen durch Reihen mit einer 
Tabelle etc.“ 1873; und endlich noch die Dissertation von 
Herrn v. Mangoldt ‚Ueber die Darstellung der Wurzeln 
einer dreigliedrigen algebraischen Gleichung durch unendliche 
Reihen.) Für unseren Zweck ist diese Lösung innerhalb des 
genannten Kreises vollkommen ausreichend, wie wir später 
sehen werden, so dass wir uns in gewissen Fällen sogar die 
besondere Untersuchung des Verhaltens auf der Peripherie 
dieses Kreises ersparen können. 


B. Inverse Functionen der ceircumplexen Functionen. 
Ist die allgemeine Are eircumplexe Function n'e Classe 


n,h 

X h 2A 2 th £ 

y =q Farn Far at: tar, aH 
gegeben, in welcher o von Null verschieden ist, so kann 
man das absolute Glied nach der linken Seite herüber- 


bringen und in der Eutwickelung von Ey a72 nach 
steigenden Potenzen von x wird man die Formel (u) be- 
nutzen können, indem man darin die Werthe ¿i= 1, n = 1 
und d æ anstatt x setzen wird. Man wird auf diese Weise 
erhalten: 


' 1 —q pah ya — -ql ll Ob „1-q 
WI zs cb be $ va Da, or "+ 
Y—% 


E geR 21 0 -0)A 3 >> 
+( Na, a, Tr, x "E 


Ek i)a a 
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(Weil auch hier das Gewicht eines jeden Üoeffieienten genau, 
wie oben, mit dem entsprechenden Exponenten von x über- 
einstimmt, so würde man zum selben Resultate gekommen 
sein, wenn man nicht vir anstatt x gesetzt, sondern eine 
analoge Substitution für die Üoefficienten, nämlich via, 
anstatt a, sowohl in der ursprünglich gegebenen Function 
als auch in der (—g)!en Potenz derselben angewendet hätte. 
Dass in den Operationen der Substitutionaldifferentiation dadurch 
keine Störung eintreten würde, ist selbstverständlich. Man 
könnte schliesslich diese Entwickelung der Coefficienten mit 
Hilfe der Substitutionaldifferentiation auch dadurch bewirken, 
dass man für x, falls die Reihe auf der Peripherie des Kreises 
mit dem Radius Eins noch convergirt, den speciellen Werth 
x = r} gesetzt hätte.) 

Um jetzt die Coefficienten b in der Potenzreihe der ent- 
sprechenden inversen Function 


N, à n, h 
x =1 +b (y —%) + by I a 
zu erhalten, muss man wiederum der Reihe nach für o die 
Werthe q = 1, 2, 3, - - - setzen und die dadurch entstehenden 


Coefficienten von B nach Vorschrift mit S multiplieiren. (Dies- 


mal ist keine Beschränkung vorhanden, wie es für den spe- 
ciellen Werth n = 1, ¿ = 1 aus der obigen Bedingungscon- 
gruenz auch direct folgt. Natürlich darf aber a, nicht Null 
sein.) Mithin ist 


n, h 
h s 2 
d en: D ch ( y — a) 
KR Gy Mn) 2m z 
n,h d 
+32 — ta „— (y — a)” Be 
a, n 3 


also A e 
n, N, 2 Nn, h 
A e ven a Ag 20° — gue ;” 
ae AI TAI TAT Fr IE — m). 
1 1 1 
LA A E „" 
— he (Y aH 
Aus den Relationen zwischen den Summen gleichhoher Po- 
tenzen der Cofunctionen und ihren Coordinirten ergeben sich 
dann mehrere merkwürdige Eigenschaften und Beziehungen, 
von denen wir bei einer andern Gelegenheit Gebrauch machen 
werden. : 
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ST. 
Einige weitere Eigenschaften der Substitutional-Differentiale 
höherer Ordnung von homogenen isobarischen Functionen. 
a) Ist (u, Un, '**, Ug)” eine homogene Function m'e» 
Grades der Variabelen u, u, ** *, "ie SO ist definitionsge- 
mäss im Allgemeinen (für m > 1) 


Sad | (us, te Bä w)” ] sech Snd|(un, ; Urt mr 
= Dit Mia ` U Ude Wistan 7 ` "o Un)” 


wiederum eine homogene Function von demselben m!” Grade 
von 2f Variabeln, worunter die f ursprünglichen auftreten 
können und ausserdem auch noch f andere, welche aus den 
ursprünglichen durch eine auf die Indices ausgeübte lineare 


Substitution Rn] erhalten werden. Dabei treten diese f 


letztern nur linear auf. Ebenso ist ferner S d, oder s$ d, aus 
jener homogenen Function m'e? Grades wiederum eine homogene 
Function von demselben mier Grade im Allgemeinen von 3f 
Variabeln, worunter die frühern 2f und ausser ihnen noch 
f solche, welche aus den f ursprünglichen durch die Substi- 


tution till erhalten werden und wobei diese letztern 


Unten; Uten, * * `y U+ NUT linear erscheinen können. Und 
so ist auch (im Allgemeinen *)) überhaupt d. d sowohl, als 
auch Sd eine homogene Function m! Dimension von den 
(t + 1)f Variabeln U,-+m, wobei p und r alle Werthe an- 
nehmen können 

ọ =1,2,3,:- f; 

u 50,1, 2, 
Dabei können die neu hinzugetretenen f Grössen 

Ulp tiny p=1,2,...,f 

nur linear auftreten. 


*) In speciellen Fällen könnten verschiedene darunter, ja sogar 
alle gar nicht auftreten, wie z B. für die Operation a, d, wenn t>m 
ist. Vergl. (1) und (2) am Schlusse von $ 4, 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung ist oben bereits direct 
aus der Definition gefolgert worden. 

Uns wird im Folgenden ein specieller Fall interessiren, 
wobei f = n — 1 und die Indices ly = 9, d. h. [iy h;:t, n= 
beziehungsweise die Werthe 1,2,---,n — 1 haben, wobei 
ferner m einen der Werthe 1,2,---,» besitzt, während die 
ursprüngliche Function ausser den Variabeln «, , wg,- +, Unm 
auch diejenigen enthalten soll, welche aus jenen durch eine 


gë 


auf die Indices ausgeübte Substitution F erhalten wer- 


den können, jedoch so, dass die Glieder ausschliesslich vom 
Gewichte (q-n) sein sollen; wir bezeichnen eine solche mit 
m 
KIHM Sn)gn* 
BE: 
Denkt man sich eine Reihe 


Ka 

t m 
> t Ka d (ui D GET ES, N 3 Un—1) Sn)qn 
0 m 


entwickelt und nach steigendem Gewichte geordnet, so wird 
jedenfalls diese Anordnung mit der Anordnung nach steigen- 
dem ¢ zusammenfallen, weil das Gewicht, wie wir oben ge- 
sehen haben, um n steigt, während ¢ um eins zunimmt, so 
dass das Glied 

D dia, thy Ma A8 Si 


von m! Dimension und vom Gewichte 
BARS G =(q4+t)n 
sein wird. 


Auf Grund dieser oben bewiesenen Eigenschaft können 
wir nun einige für die Folge wichtige Bemerkungen machen. 

b) Der grösste Werth von j in w, welches in 

S,d(u,, Wax rr rs Un-ı; Sn) gn 

vorkommt, ist, solange j > 1 bleibt, (q + tn —m + l; 
und zwar kommt ein solches %g+9”—m+ı in diesem Gliede 
nur linear vor. 

Denn, da die Dimension aller Glieder constant gleich m 
ist und da andrerseits die übrigen m — 1 Factoren keinen 
kleinern Index als Eins haben können, so wäre für 
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s>a+thn—m+| 
schon das kleinstmögliche Gewicht G’ von wp— . u, d. h. 


@'=m—1+j>(g+t)n, 
geschweige erst, wenn einige der Indices andrer Factoren 
noch grösser als die Einheit wären; also kann nur 


IESCKket ke ke) 
stattfinden. Ist aber speciell 

j=(+Nn—m+1 
und käme u; in dem betreffenden Gliede etwa in der wie 
Potenz vor, so könnten die m — u noch übrig bleibenden 


Factoren keine kleinern Indices als die Einheit haben, und 
schon wu ut hätte das Gewicht 


m+(j— 1) u =m+u[(q+ tnm] = u (q+ t)n— (u — Ulm 
und dieses müsste den Werth (q + t)n haben. Aus der 
Gleichung 
a + n — m] (e — 1) = 0 
folgt aber entweder u —1, oder (q + in — m = 0, also, 
in letzterem Falle, j = 1; wie behauptet wurde. 
c) Ist nun m= n, so wird das erste Glied (d. h. für 
t = 0), welches von der n'e Dimension und vom Gewichte 
qn ist, jedenfalls die Potenz u? enthalten und es wird noch 
von den speciellen Werthen von n und q abhängen, ob noch 
darin ausserdem andere Grössen u vorkommen können. So 
z. B. würden über die Existenz von vi - w% die Bedingungs- 
gleichungen 
K Se w N; 
A-K tuw =g 
zu entscheiden haben. Jedenfalls ist aber klar, dass darin 
kein au: enthalten sein kann, wenn 
s>a—-hn+l 
ist und, dass das w mit dem grösstmöglichen j, nämlich 
Ug—1)n+ 
nur linear erscheinen kann, und zwar in der Form 


n—1 
Uinti u, 
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und auch das nur, wenn 
g zl 
ist. 

Das nächste Glied (t= 1) ist von nte Dimension und 
vom Gewichte (q + 1)n; und es kann daher kein u mit 
einem grössern Index als om + 1 enthalten und a: kann 
darin nur noch linear vorkommen, nämlich in der Form 


Un ur, 

Das dritte Glied (t = 2) ist von nte Dimension und vom 
Gewichte (q + 2)n und enthält kein u mit einem grössern 
Index als (q+ 1)» +1; und ein u mit diesem grössten 
Index, Uqini, Kommt darin nur linear in der Form 
Unna vor; ete. 

Und allgemein ist das (t + 1)! Glied (=!) von nte! 
Dimension und vom Gewichte (o + On und enthält kein 
Glied mit einem grössern Index als (g + t — 1)» + 1 und 
das u mit diesem grössten Index, %y4+—1)„+1, kommt in diesem 
Gliede nur linear in der Form 

ur 


Ucria ` Di 
vor, 

d) Ist m =n — 1, so wird das erste Glied (t= 0), 
dessen Gewicht qn und dessen Dimension n — 1 sein muss, 
jedenfalls „==! u2,, enthalten. Der grösstmögliche Index 
von u wird darin j = (q — 1)n + 2 sein; aber die zwei 
mit den grössten Indices behafteten u, nämlich Uşg—ı)npı S0- 
wohl, als auch %,-.1)»+2 können, sofern q > 1 und v > 1 
sind, nur linear und zwar in der Form 


a ua ar >. Feb. Ugi npt 
darin erscheinen. (Es kann nämlich ein Glied von der.Form 
fia Aalt überhaupt nur für n = 3 noch existiren, weil 
die Bedingungsgleichung 
(q—1)n + 1 + u(n—2) = qn, oder n =2 + Ze 
sonst n als ganze Zahl nicht zulässt; aber auch für diesen 
Fall fällt dieses mit der angegebenen Form 


n—3 
Wl n+1 U, ui 


zusammen.) 
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Das zweite Glied (t = 1) hat dieselbe Dimension n — 1 
und das Gewicht (q + 1)» und besitzt, ausser den u mit 
kleinern Indices als qn, noch die mit den zwei grösstmög- 
lichen Indices qn +1 und qn +2 und zwar die beiden 
letztern nur linear in der Form 


n—2 
%, n+1 qn-+2 we 


etc. Und allgemein ist das (t + 1)e Glied (für t= t) von 
der Dimension n — 1 und vom Gewichte (q + Dn und ent- 
hält ausser den u, deren Indices kleiner als (q + t— 1)n 
sind, welche zu höhern Potenzen vorkommen können, nur 
noch die zwei mit den grösstmöglichen Indices 


n—3 
U, u, H U 


UgHt-1)n-+H > Ug+t—1)n+2 3 
die nur linear in der Form 


N n—2 
Uorıyarı a ii U orr-1)n+2 %ı 


auftreten. Denn setzt man für das erste Glied die allge- 
meine Form 


resp. 


u u 
Wgtinpi uy > 
so folgt aus 


G = (q+t—1)n—n+1 +u +rv(n—i—2)=(q+t)n 
die Bedingungsgleichung 


in welcher A, u, v und n ganze positive Zahlen sein sollen. 
Diese Bedingung kann für v offenbar nur dann erfüllt wer- 


den, wenn Au+1<A-+2, oder A< 
eindeutigen Werthe 


KE o 
jet, woraus die 


u 


=l, a2, vol 


sich ergeben. Für das zweite Glied un... A ML ist schon 
oben (in (1)) gezeigt worden, dass die angegebene Form die 
einzig mögliche ist. 

e) Ist m = n —- 2, so wird das erste Glied (= 0) von 
der Dimension n — 2 und vom Gewichte qn und enthält 
ausser den « mit kleinern Indices, welche zu höhern Potenzen 
vorkommen können, noch die drei u mit den höchsten In- 
dices (q—1)n + 1, (q—1)n +2, (g—1)n +3 und zwar 
letztere nur linear in der Form 


H. ScHAPrIRA, Cofunctionen, I, 2. 5 
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n—4 
Wil e Ee i n—4 , n—3 
x url’ Mont? Ve Uri 3 Wan %ı 
anny Ha w 


Das zweite Glied (= 1) ist von der Dimension n — 2 
und vom Gewichte (q + 1)» und enthält ausser den u mit 
kleinern Indices, möglicherweise zu höhern Potenzen, nur 
noch die drei u mit den höchstmöglichen Indices qn + 1, 
qn +2, qn 3, und zwar letztere nur linear in der Form 

Wort 


n—4 
U, un ` 3 
n— — 
u” 


M Unta aUi 3 Minis > 


2, n- 
Von U, u, e 


ete. Das (t+ 1)!° Glied (für t= ¢) ist von der Dimension 
n — 2 und vom Gewichte (q + t)n und enthält auser den u 
mit kleinern Indices zu höhern Potenzen noch die mit den 
drei grösstmöglichen Indices 


(+t—-NYn+1, +rt—-N)n+2, (a+t—1)n+3 
und zwar die drei letztern nur noch linear in der Form 


Wie Le 0 vu Deck uu); Wu te tegt ` Wil REN 

Durch diesen systematischen Fortgang wird man zu der 
Vermuthung veranlasst, es müsste ganz analog so auch 
fernerhin die Sache sich verhalten. 

f) In der That ist allgemein für m == n — k die Dimen- 
sion für alle Glieder constant » — k, während das Gewicht 
im ersten Gliede (für t = 0) G = qn, und dieses Glied ent- 
hält daher, ausser den u mit Indices, welche kleiner sind als 
(g+t—1)n, noch folgende (k+1) mit den grösstmöglichen 
Indices: 

Host? Wg—intzj `" "3 Wg- nky 


und zwar letztere nur linear. 

Und so ist allgemein das (£-+1)' Glied (für t = D vom 
Gewichte (g+t)n und enthält, ausser den « mit kleinern 
Indices, noch die (k+1) mit den grösstmöglichen Indices: 
e Why) UgtH—1)n+293 "ra Wgt i) nki 


und zwar die k + 1 letztern nur linear in der Form 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VII. Capitel I. § 7. 67 


( #2 2% le Se 
Moo te-Awtk" et Har, SE BEAT 


wobei sich das Summenzeichen auf alle möglichen Werthe 
von den A in der Bedingungsgleichung 
dn +24, +34, +: - +4, =k+1—K 
bezieht, in welcher E eine der ganzen positiven Zahlen von 
l bis k+ 1, und A,, Ay, ++ Ar ganze positive Zahlen be- 
deuten, deren Summe nicht grösser sein darf als 
n—k—1l. 


Denn ein Glied u, Sech ES würde das Gewicht 


G, = u(q+ tn — (u—1)n + u(k —1)— k 
haben; weil: aber hier 
G, = (q+ t)n 
sein muss, so, bekäme man die Bedingungsgleichung 
ulg +t— in +K — 1] S'(atHt— l)n +k, 
woraus 


(q+t—1i)n + k 
(a) BEER 


folgen würde, was man auch in der Form 


’ k+i— k- 
(B) ES 1 + (+Ht—ı)n+k—ı 


schreiben kann. Nun ist (q+t—1) >0O und #.>1, so dass, 
wenn wir den speciellen Fallg-+t— 1 = 0 vorläufig noch 
ausgeschlossen lassen, der Nenner des Bruches eine positive 
ganze Zahl ist und zwar grösser als n, oder mindestens gleich 
n; weil aber k +1 >K ist, so ist der Zähler eine ganze 
positive Zahl, welche kleiner, oder höchstens gleich % ist. 
Da aber jedenfalls n — k = m > Q ist, so ist unter allen 
Umständen in dem Bruche der Zähler kleiner als der Nenner, 
so dass für die ganze positive Zahl u die Bedingung 
O<u<2, 

also u = 1 folgt, was zu beweisen war. 

Für den noch unberücksichtigt gebliebenen Fall 


welcher für positive und ganzzahlige q und (nur eintritt 
5* 
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entweder für q =0 und t=1, 
oder gel sed, 


verwandelt sich die Formel («) in 


ei KS K=1,2,3, -k+ 1. 


Aus dieser von n unabhängigen Bedingung für u SES 
sich einige für beliebige n geltende Gesetze: 

1) Es kann kein w; darin vorkommen, wenn j > k + 1 
ist; denn es wäre dann KL 1>k, sun u durch keine 
ganze, positive und von l verschiedene Zahl zu be- 
friedigen. 

2) Die Grösse nu: ist darin nur linear enthalten; da 
aus u < ~ sich offenbar eindeutig u = 1 ergiebt. 

3) Die Grösse u, kommt für k > 2 ebenfalls nur linear 
vor, und nur für k=2 erscheint u,?; wie aus DEE E 
(wenn der Fall Ký = 1, der wie weiter sich ergeben wird den 
eindeutigen Werth u = n liefert, vorläufig noch ausge- 
schlossen wird) zu ersehen ist. 

4) Allgemein kommt a: für k > 2(l+1) nur linear 
vor, wie aus 

1+ 1) 
(7) “<Sl+ iiy 
direct folgt. 

5) Für K = 1 hätte man u < Zei = 
bestimmt werden könnte; indess lässt sich für «, die Bestim- 
mung direct treffen. Aus @lufu KÉ ~) = n ergiebt sich 


nämlich 
, (u —n) (1— $) = kê, 


woraus zunächst für k = 0, entweder u = n, oder D = 1 und 
umgekehrt für u =n, oder f = 1 nothwendig k = 0 sich 
ergiebt, so dass für k = U und nur für k = 0 u? vorkommen 
kann. Dass aber für ein von Null verschiedenes k% der Maximal- 
werth des Exponenten von u, nicht n — k — 1 überschreiten 
kann ist schon deshalb klar, da die Dimension von wk 
schon um [ — 1 zu gross wäre. Die höchste Potenz von u, 


woraus nichts für u 
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kann somit (für k= k) nur in der Form win, erscheinen 
(worin übrigens für k = (0 der Fall u? enthalten ist). 


6) Bezeichnet man den Maximalwerth von u für Y=k— [ 
mit M, so folgt aus (y)M, = Ei ir) für au. 


Da nun aber ausser dem Gewichte auch die Dimension 
n — k vorgeschrieben ist, so existirt für u noch ein Maximal- 
werth M, = n — k, der nicht überschritten werden darf; be- 
zeichnet man daher die kleinere der beiden Zahlen M, und 
M, mit M, so ist der wahre Maximalwerth von u für ein 
beliebiges k die Grösse M. 

T) Für u, wären also die Möglichkeiten u = 1,2,- --, k; 
indess ist der Werth u = k — 1 speciell auszuschliessen, weil 
das Gewicht von uf! » «++, nämlich n + k — 1 für k>1 
schon grösser als n wäre, und um so mehr das Gewicht von 
etwa wë, ech für j>1,dak<n +1 folglich n—k+1>1 
und somit j(n—k+1) >n — k+ 1 ist. 

8) Für u, existirt noch ein Maximalwerth von u: 

u =n — 2k. 


Denn angenommen, es käme Mm einem Gliede u—*—! vor, 


so könnten die noch übrig bleibenden k + ( Factoren keine 
kleinern Indices als 2 haben; aber selbst «724-1 „+! hätte 


das Gewicht G =n + 1 >n für [>0. 
Aus dem Auseinandergesetzten bekommen wir für 


(a tit— Lssü 
folgendes Gesetz: 


u, kann nur zu den k verschiedenen Potenzen 
ur, unt, wë, vorkommen; 
%, kann nur zu den k — 1 verschiedenen Potenzen 


ul, uÈ, +, u4=2, us! vorkommen; (vgl. (7)) 


ùu, kann nur zu den Die verschiedenen Doten zen 


D 


1 2 
U, U3, * * +, U3 vorkommen ; 
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k i 
u, kann nur zu den E G) verschiedenen Potenzen 
1 
U, U, * -, Ua vorkommen ; 


verschiedenen Potenzen 


Wg 


sp 


1 2 1 
Ur, Uk, Mi vorkommen; 


U Au kann nur zu den 2 verschiedenen Potenzen 
E 
ae, > Miz 
£(7-) E£(7) vorkommen. 


Alle w, wobei are, kommen nur linear vor; und 


endlich kommt ein w, wobei j > k + 1, gar nicht vor. 

Aus folgender Tabelle für k=O, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9, 10 
und k wird man noch manches Gesetz, welches für die 
praktische Entwickelung der aufeinander folgenden Werthe 
nützlich werden kann, ersehen können, wie z. B. dass irgend 
ein constanter Werth von E >1 für k — 1 aufeinander 
folgende Werthe von E dieselben Werthe von u liefert; etc. 

Für (g + t — 1) > Q0 sind die obigen Erörterungen für 
unsern vorläufigen Zweck vollkommen ausreichend. 

Natürlicherweise konnte man alle diese Bedingungen 
auch aus den durch das Bildungsgesetz von S’d entspringen- 
den zwei Bedingungsgleichungen für Gewicht und Dimension: 


1) 4 +2, +32, +. + kH l)i =E n, 
2) d + Ask +: + A1 = n — k, 
welche in der Theorie der binären Formen bekanntlich eine 
grosse Rolle spielen, und aus denen 
3) e cb Macht Se A £ weree 
folgt, auch entnehmen. 

Auch für den allgemeinen Fall 


q+t—1>0, odr p=qg-+t>1 
kann man sämmtliche entsprechende Eigenschaften direct aus 
den beiden Gleichungen 
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1) Ai H2 +3, +: +lpn tm) +: = pn 
2) A+ A+ Ae Eet Any ek Ett 
aus welchen sich durch Subtraction noch 
3) +24 + nt Mint = l)n k 
ergiebt, herleiten. Offenbar haben alle A für ein gewisses 
Werthsystem q, t, k eine constante Summe, und somit nimmt 
irgend ein Glied den grössten Werth an, wenn alle übrigen 
den kleinstmöglichen d. h. (weil sie positiv sein sollen) Null 
annehmen; und dann ergiebt sich aus 3) 

Max. (pn + x —- 1) åpnyx = (p— l)n +k, 
oder : 

Max. (p n + x— 1) = HE, 


pntx 
und weil alle A ganzzahlig sein sollen, so nimmt dieser 
Coefficient eines beliebigen Ji den grösstmöglichen Werth 


für Äis = 1 an; dann ist aber 


Max. (pn + x — D=(p-Dn-+k, 


also ist 
a aa mee AS na DA ir 
oder 
L pn +a<@+t—Un+k+l, 
und 


IL Max. (x) =(p—p—1)n+k+41. 
Daraus folgt, dass für den grössten Werth von p’: 
D LEE E l, 
der Maximalwerth von x, unabhängig von q, t, n, niemals 
den Werth k + 1 überschreiten kann. Also 
(a) für keinen Werth von p = q+ t kann ein Upim; vor- 
kommen, wenn j > k + 1 ist. 
Dann folgt aus 2) einerseits 
Max. (Ayn4,) =n — k; (p, x beliebig) 
und andrerseits aus 1) i 


(p—p)n— 
Max. (nts lz Ce =1+ Ber 


also: 
(b) es kann kein A den kleinern der beiden Werthe 


n—k; E (7) 


überschreiten. 
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Für p—p)n—a<pn+x, dh. p—2p)n<2x, 
(was für p > E jedenfalls eintritt), ist 


4 Max. (Ayıntx ) = |. 


(o) für irgend ein p kommen die Grössen 
ui? KEN rt die) DN = LBB, en EU 
2 2 


nur linear vor. 
Ist p=2p, + 1, so kann noch 
2 


Pınt# 
k+2 . A 
nur dann vorkommen, wenn x = + ist, während alle 


übrigen u, deren Indices kleiner als En sind, (für be- 


liebige x) auch zu höhern Potenzen als zur ersten vorkommen 
können. 
Man kann also aussagen: 
(d) für irgend ein Werthsystem von q, t, n, k sind die 
Grössen U, Ug, Ug, ** "5, Ugkt—tn+r+ı, Welche nur allein in 
S,d(u, a ENTS AC af, 


n—k 
vorkommen können, in drei Gruppen einzutheilen: 


eh MU P =1 2, 3, SE k 1 
) (z (2) Au, (x , +1), 
Mar Zen" "77 Meera? 


11. U U e ee H a 
(z SËNN (z() +2)” MOREN eE 


von denen die erste (sobald nur q + t >œ 1 ist) immer zu 
höheren Potenzen, die zweite nur unter Umständen, für ge- 
wisse Werthsysteme von q, t, k, n und die dritte für gar 
keine Werthe von q, t, k, n zu höhern als zur ersten Po- 
tenz vorkommen können. 

Uns interessirt nun besonders die letzte Gruppe. Es ist 
sehr leicht einzusehen, dass nicht bloss keine höhere Potenz 
dieser Grössen, sondern auch kein Product irgend zweier 
derselben vorkommen kann. Denn setzt man Apnyz = 1, 
wie es für die Grössen in III. nur allein möglich ist, wenn 
es nicht Null ist, so folgt aus den obigen Gleichungen, die 


I. U; Vor 
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sich in folgende zwei 
1) 4424+344 e Hp nat) Ay + (pP E 
2) At At htt Ana H =Nn—k—1 


verwandeln, aus denen sich durch Subtraction 


3) +2, ++ (pn r — 2) Äere ta +: 
ergiebt, dass = (p—p—U)n+k+1—x, 


May. pn + x — 2) = (p— l)n +k + 1 — (pn + x) 
ist, und wenn man darin die Werthe, welche den Grössen II, 
entsprechen 


in umgekehrter Reihenfolge einsetzt, so erhält man successive 


Max.(p’n+x—2)=0,1,2,::-, (v-E@)-2]n+r+1—:), 
wobei offenbar 


at gll e at, 


also 


p-E@)-2|n+3+1-2<[E&)+1ln+x 
ist, was zu beweisen war. 

Für spätere Rechnungen wird es vortheilhaft sein, aus 
der Gruppe III. noch die (k + 1) letzten Grössen 

IV. us -Awtt: Wpenmt2, ` ts Upin 
auszuscheiden und besonders zu behandeln. Man überzeugt 
sich leicht, dass der Coefficient von Up-1)n+ı eine homogene 
ganze Function von (uj, Wz, ***, Urpi), der Coefficient von 
Up—ın+3 eine solche von den Grössen (a,, gu, *, x), etc., 
der Coefficient von mu Ak eine ebensolche von (q,, @,, 45, 
*, dx +2), und endlich der Coefficient von Aus Ais LA eine 

solche homogene Function von u; und u, ist; alle diese 
homogenen Functionen sind von der constanten Dimension 
n — k — 1, während das Gewicht derselben derart variirt, dass 
das von (uj, Us, * ++, Uk—x'+2), (n EI ist; so dass dasselbe 
den Index von us Aua zu pn ergänzt. Dieses stimmt 
auch in dem Gliede wi" up-yntstı. Bemerkenswerth ist, 
dass diese Gesetze von p unabhängig sind. 

Aus der folgenden Tabelle wird man die Construction 
für den Fall q + t= 1 leicht überschauen können, 
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Tabelle 
für die Exponenten u von ou, die den Werthen k=0,1,2,....10, k entsprechen können, wenn 
@+!—-)=0 ist. 
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Die eingeklammerten Grössen sind durch die Bemerkung 7) für u, wenn A = 2 ist, ausgeschlossen. 
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f) Nehmen wir noch zur Vervollständigung den speciellen 
Fall m = 2, also k = n — 2 an, so sind alle Glieder von 
der zweiten Dimension und das erste Glied (t = 0) vom Ge- 
wichte qn, welches aus sämmtlichen Grössen 
Wu: Wa, Max `` `, Ugn-ı 
und zwar in der Form auftritt 


> U UWgn—i ; 


wobei [ die ganzzahligen Werthe (=1, 2, 3, -*-, E (£) 
annimmt, so dass nur für 9n—=24 die Grösse uz im Quadrate 


vorkommt; sonst kommen alle Grössen darin linear vor. 
Das zweite Glied hat die Form : 


= U Mots 
wobei [, die ganzzahligen Werthe ,=1,2,3,-,E Wi 
annimmt, so dass nur für (q + 1)n = 2 4, die Grösse u, 
im Quadrate erscheint; sonst aber kommen alle Grössen darin 
linear vor etc., und allgemein hat das (£ + 1)'° Glied (für 
t = t) die Form 

= U, Ulgi n=l > 


wobei b= 12, 3; e SZ bedeutet, so dass nur, 


t 7 ; 
wenn pean, eine ganze Zahl ist, Autos zum Quadrate 
2 


vorkommt; sonst aber kommen alle Grössen « darin nur 
linear vor. 

Fasst man alles hier Auseinandergesetzte zusammen, so 
kann man folgenden Satz aussprechen: 

Werden die Glieder der unendlichen Reihe 


Ka 
V— U, = 2” Up, — 2’ Upn 
> Uu Uu 


in Gruppen so eingetheilt, dass zur t” Gruppe die Grössen 


Ugttn tt» Ugens rr Wattntn—1 
gehören, so besitzt 


Nn— 


€ 
Sal. Us, ee Tj Un—1) Sn) gn 


n—k 
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1) die (k+1) ersten Grössen der t” Gruppe nur linear; 

2) keine einzige Grösse einer höhern Gruppe überhaupt; 

3) wohl aber die Grössen aller frühern Gruppen mög- 

licherweise zu höhern Potenzen. 

In dieser ganzen Betrachtung ist eine beschränkende 
Voraussetzung gemacht worden, dass in unserer Reihe die- 
jenigen u, deren Indices die Congruenz J = 0 (mod. n) be- 
friedigen, nicht vorkommen. Hebt man diese Beschränkung 
auf, so modifieirt sich das obige Gesetz etwas, aber ganz 
unwesentlich. Natürlich wird man dann zur Den Gruppe 
auch die Grösse Aua, zählen müssen. Aber die Form der 
Glieder complieirt sich dann ganz bedeutend; und weil man 
für unsern ‘Zweck den etwas allgemeinern Fall, wie wir 
weiter sehen werden, leicht in eindeutiger Weise auf jenen 
speciellern zurückführen kann, so habe ich es nicht für noth- 
wendig erachtęt, hier bald bei der Aufstellung des allgemeinen 
Gesetzes auf die complieirtere Form einzugehen. Aus den 
später durchgeführten Beispielen für n = 1, 2, 3, 4, 5 
wird indess diese Modification klar genug hervortreten. 
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Drittes Capitel. 


Allgemeine Lösung der algebraischen 
Gleichungen höhern Grades mit Hilfe von 
Cofunctionen aus Potenzreihen. 


SR? 


Anwendung der obigen Operation auf die formale 
Bildung der Potenzreihe 


fd), ta ++. +94 :-, 
deren n eircumplexen Functionen f Gi x) in der Umgebung 


von <=( für jeden Werth von x die n Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung n= Grades 
(4) F (2, 2) = 2 + ma) met. 
+92 + polz) =0 

darstellen. 

a) Wir stellen uns jetzt die Frage: wie müssen die 
Coefficienten g(x) in einer nach z gegebenen Gleichung 
nen Grades F (z, £) = 0 als Potenzreihen 


Pr (2) = aro F arat H art? H 
beschaffen sein, damit die n circumplexen Functionen einer 
durch die 9.(x) zu bestimmenden Potenzreihe 


(u) fa) zs gut ast at 
die n Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von g = 0*) 
für jeden Werth von æ repräsentiren. 


*) Die Umgebung von æ = 0 ist nur gewählt, weil dieser Fall 
eine kleine Erleichterung im Schreiben gewährt; és ist aber selbst- 
verständlich, dass alles für diese Umgebung Bewiesene auf die Um- 
gebung von æ = b sofort übertragen werden kann, wenn man für æ 
setzt æ — b und für den Punkt æ = b dieselben Vorschriften überträgt, 
welche sich hier für æ = 0 etwa ergeben sollten, 
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Nehmen wir nun an, die Aufgabe sei gelöst und es seien 
p(x) und dann f(x) in gehöriger Weise bestimmt, so werden 
für die Partialfunetionen 


(v) Pri = fnil®) = ait + net F art: 

Sats + Ga + ae 
die in der Einleitung citirten n Gleichungen 

1 k ZC 
ai ` A Gite it vn 0; 
(k=0,1,2,..:,n—]) | 

‚identisch befriedigt werden müssen ` weil aber dieses in einem 
endlichen Gebiete, d. h. für unendlich viele stetig aufeinander 
folgende Werthe von x geschehen soll, so wird bekanntlich 
jeder Coefficient von x in der nach Potenzen von x geordneten 
liuken Seite von (x) einzeln verschwinden müssen. Daraus werden 
sich nun unendlich viele Systeme von je n Gleichungen. er- 
geben, welche zur Bestimmung der nöthigen Bedingungen 
und zur vollständigen Berechnung der a, da, wo die Be- 


dingungen erfüllt sind, ausreichen. Nehmen wir zunächst 
k =n — 1 an, so erhalten wir die identische Gleichung 


a=) 0O = npa + Pnr (1) =n| (a+ &n—1,0) (an F anin) a” 
+ (aon + anin) 2° +24 (am + Ana) + | 
+ [9-1(@) Pri œ]. 
Daraus ergeben sich sofort zwei für die Folge wichtige 


Bemerkungen: 
1) Alle a, deren Indices die Congruenz 
J = 0 (mod. n) 
befriedigen, bestimmen sich linear durch die oe, deren erster 
Index constant gleich n — 1 ist und deren zweiten Indices 
dieselbe obige Congruenz befriedigen; es ist nämlich direct 
Agn = 7 On,gn» 

2) Alle e in 9,-1(2), deren zweiten Indices die obige 
Congruenz nicht befriedigen, also diejenigen, welche nicht zu 
der nullten Partialfunction aer Classe von @,-ı(2) gehören, 
d. h. diejenigen, welche noch in 
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Lo (2) — Pai eil 


übrig bleiben, identisch Null sein müssen. 

Es ist aber leicht zu ersehen, dass, während die erste 
Bemerkung noch ein wenig modificirt werden muss, wenn sie 
für die übrigen n — 1 Gleichungen, welche den übrigen n — 1 
Werthen von E entsprechen, gelten soll, gilt die zweite Be- 
merkung auch für die übrigen in (x) enthaltenen Gleichungen 
ganz direct. In § 2, e (Einleitung) haben wir nämlich ge- 
sehen, dass in dem ausgerechneten Ausdruck 


> Y® (») 


alle Glieder von der Dimension n — k und vom Gewichte 
G = 0 (mod. n) sind; d. h. der Ausdruck ist eine Summe von 
homogenen Functionen (n — ien Grades von Aen 
Geet, Le Bee H 

Partialfunctionen einer und derselben nte Classe, deren Glieder 
zwar nicht isobarisch sind, jedoch ist ihr Gewicht durch n 
theilbar. Wir haben aber oben gesehen, dass, wenn man 
solche Glieder als Potenzreihen darstellt, die Exponenten von £, 
welche mit dem Gewichte der entsprechenden Coefficienten 
übereinzustimmen haben, ebenfalls der Congruenz e=(0) (mod. a) 
genügen müssen. (Wie dieses aus der Sd-Öperation am 
deutlichsten hervortritt.) Daraus ergiebt sich aber sofort, 
dass in der identischen Gleichung 


ai ` D DDt pla) 


auch (£) so beschaffen sein muss, dass die Exponenten 
von x Multipla von m seien; d. h. die Bemerkung 2) gilt für 
alle Werthe von k (k = 0, 1, 2, ---, m— 1). Daraus er- 
halten wir für unser gestelltes Problem zunächst eine Ein- 
schränkung der Möglichkeit. 

Es ist, nämlich, nur dann möglich, dass die n circum- 
plexen Functionen einer Potenzreihe f(x) mit ganzzahligen Ex- 
ponenten für jeden Werth von æ die n Wurzeln der Gleichung 


(4) F(z, x)= + gomila) -t + prle) 
+ ëeutzis t pole) zU 
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in einem endlichen Gebiete (in der Umgebung von x = 0 
repräsentiren sollen, wenn die noch vollkommen unbestimmten 
Potenzreihen p(x) die Gestalt haben 
pils) = Brot Br, n 2 + Ban" + H Branto 
dh wenn die g(x) nullte Partialfunctionen n” 
Classe sind. 

Eine zweite Einschränkung ergiebt sich ferner aus folgender 
Betrachtung. 

An anderem Orte (im Ill! Capitel des zweiten Abschnittes; 
vgl. Salzburger Vortrag § 2, E) habe ich bewiesen, dass 


(=) 53 D®(e)- Zr z De Le 


unabhängig von dem Werthe von x stattfindet. Setzt man 
nun g = 0, und bedenkt, dass eine e Partialfunction für 
æ = 0 immer Null ist mit Ausnahme des einzigen Falles 


‘= 0, in welchem [po ei e Gas 80 wird offenbar 


Do), A Seid 


so dass die Relation (x) wirklich auch für x = 0 giltig bleibt, 
wenn man daran denkt, dass an = Ca wird, und in 


der That ` 
Cie eng dab (a o) 


ist. Setzt man aber diesen Werth in (x) ein, so erhält man 
noch eine nothwendige Bedingung für unser gestelltes Problem; 
es muss nämlich 


[pr il. = Dt. o = (— 1) Di e" 


sein. 
Der Definition nach wird die Air circumplexe Fonction 


n'er Classe aus f(x) dadurch gebildet, dass man vd x anstatt © 


setzt, so dass für x = 0 alle n eircumplexe Functionen, welche 
die Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von æ = 0 
repräsentiren sollen, den gleichen constanten Werth 


(fo, zl. = h 
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haben; soll also die verlangte Repräsentation der n Wurzeln 
durch Te gd in der Umgebung von x =O noch für den 


Grenzwerth æ = O selbst gelten, so muss für x = O der zuge- 
hörige Werth z = a, eine n-fache Wurzel der Gleichung sein. 

Setzt man die durch die soeben gefundenen zwei Be- 
schränkungen näher bestimmten g,(x) in die gegebene Glei- 
chung ein, so ergiebt sich in der That für x = 0 

F(z, 0) = Lë — a)" = 0. 

Diese letzte Form der nothwendigen Bedingung ist also in 
den zwei obigen enthalten; nicht aber umgekehrt, weil die 
obigen zwei Bedingungen eine weitere Beschränkung für die 
übrigen « (ausser den absoluten Gliedern) auferlegen. Jene 
zwei Bedingungen sind aber auch hinreichend, wie sich das 
daraus ergeben wird, dass wir bei Voraussetzung ihrer Be- 
friedigung nicht bloss die Möglichkeit der Lösung in der ver- 
langten Weise nachweisen, sondern dieselbe auch wirklich 
‘durchführen wollen. 

b) Handelt es sich nun um einen solchen Fall, wo die 
Coefficieuten der gegebenen Gleichung nullte Partialfunetionen 
mier Classe von gewissen Potenzreihen von x von der für das 
verlangte Problem nothwendigen Beschaffenheit wirklich sind, 
dass das absolute Glied in dem Üoefficienten von zb den 


Werth (— Un (3) a," hat, für welchen Fall wir diese 
Coeffieienten mit 


gll = (— Is le? + Ak, nE” + 0,2” + 
tan: 
bezeichnen, so kann man in der That die Function f(x) so 
bestimmen, dass f(r% x); (h=0,1,2,.--n— 1) in dem ver- 


langten endlichen Gebiete für jeden Werth von æ die Wur- 
zeln von 


Ü) Fle, a) =X pat =0; pla) = 1 


liefern solten. 
Um nicht die Rechnung ohne besondere Noth bedeutend 


zu compliciren, nehmen wir noch an, es sei die speciellere 
H. ScHarIRA, Cofunctionen. TI, 2. 6 
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Gleichung gegeben, in der o, (7) = 0 identisch erfüllt sei, 
auf welchen Fall der allgemeine bekanntlich immer eindeutig 
zurückgeführt werden kann. Schon bei. der Lösung der Glei- 
chungen der ersten vier Grade haben wir nämlich gesehen, 
dass die Rechnung mit unsern Determinanten sich ganz be- 
deutend vereinfacht, wenn man po = 0 hat, d.h. aber, da 


n—1 


np = Si CA 
0 


ist, wenn die Summe der Wurzeln unserer Gleichung gleich 
Null ist; oder, weil der Coefficient von 2”! die Summe der 
Wurzeln (mit umgekehrtem Vorzeichen) repräsentirt, wenn die 
vorgelegte Gleichung die sogenannte Reducente ist. In diesem 
Falle gestalten sich dann die n Bedingungsgleichungen in der 
einfachern Form: 


|0 Pn-ı Pn—2 ee ı | 
E e E të 


(0) p(z) = (— 1)" | Be är H de 
FAN Pn-2 Pn--3 ai 0 | 
| 0 Pai Aue: 
(Bu H `- Ps 
(1) pı (x) = (— la h S ; 


| Pa—2 Ban O | 


O OTE ZA 


m)  Pr(T) = — n D Pn-ı F PaPn-2 F Ps Pa- + 
n n— 1) 2 
era 


(n—1) Pn—ı (x) es UL 


Bedenkt man nun, dass für den Coefficienten von g2” in der 
ausgerechneten und nach Potenzen von æ geordneten Glei- 
chung (k) für ein gewisses k (k = 0, 1, 2, ---, n — 1) genau 
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dasjenige in a gilt, was wir oben in u für das Glied mit 
dem Gewichte qn in 


ŞS t i m 
? S dC, Way ** ty Un-1) Sn)gn 
U m 


bewiesen haben, so bekommt man für den Coefficienten von 
x", der für sich verschwinden muss, die n — 1 Gleichungen, 
von denen nur die eine (für k = 0) eine binomische Gleichung 
ner Grades, während alle übrigen lineare Gleichungen sind, 
aus welchen zunächst die (n — 1) Grössen der ersten Gruppe 
Qis Gan Ag, °""; An-ı 
durch die als gegeben vorausgesetzten Grössen 
Ron; On, Gänn Ann 

und zwar alle a, bis auf das eine o, durch jene e und a, 
eindeutig ausgedrückt werden können. Man hat nämlich: 


aus k=0, zm Le 1)" &0,n 
Be Ze na‘ "o =.(— Neo,n 
, Kaf, at Re 
„k=3, na‘ “a, + mal "o a, + na,3a, a 
= (— 19, 
„. k=4, na "a, + maa a) a, F DICHTER der az 
+ ns aai = (— Unies 
E E EE 


+ n, rhai, Aa, r NSPA arit: 
o \ n—k—t 
+26), GE) sët SÉ 


n—2k 


+ nri, a, a =(— Daa 


3 nfa, an F azan Hee H ar) re) 


ra) "Fa = Daran 


H 


(Die Summe aller Zahlencoefficienten in der Gleichung für 


k = k ist immer n + m,r + nor F + m-ı. = CH 


6* 
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Für k = 0 ist also a, mittelst der binomischen Gleichung 
na Grades durch gu, gegeben, dann ist für k=1 eine 
lineare Gleichung für a, gegeben, welche a, durch a, und 
&ı,n ausdrückt; dann wird a, (für k = 2) linear durch a,, a, 
und &ən ausgedrückt und so fort, bis endlich aus der Glei- 
chung für k =n — 2 die letzte Grösse der ersten Gruppe, 
nämlich o, — linear durch die mittels der frühern Gleichungen 
bereits bestimmten Grössen o, 2. An—-3, ---; Ay, Or und &_3,n 
eindeutig ausgedrückt wird. 

Ferner folgt dann für den Coefficienten von an. der für 
sich allein verschwinden muss, das System von (n — 1) lauter 
linearen Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der (n — 1) 
Grössen der zweiten Gruppe: 


Anti; An+25 n433 e en Apn-1- 
Man hat nämlich: 


aus k= 0, na ` anyi = Aa 
„ k=l, aT iata + (a, Goa ` Anyi = Bion 
„s=2, 0 tar T 
+ (a, gas 9), Anti = Da. ze 
„k=3, ER DIE DCH Ae Ants + (ai; 9, gel An+2 
+ (Q,,4,, Ga 04): Anpi = Bs, on 
D k=4 , at” anys Hla, Dr An+4+ (ai; Ao, "Ae An+3 
F(a, d, As, a); Antatt Aa. än An-ı 
=D,» 
„ k=k, aM ` geint + Ië gh ` Ant 


Man | 
+ (a, ga A), 41 "Anti Fr 
1 
+ (an ay 222, Re) An tr 


k—1 
+ (ai; WC RER oul, * Anp = Bron 


„k=n—2, ayan- + am F + arant 
+ An—2 An+2 + An—1 lny = RA 3 äu 
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wobei die Br}, 2n bekannte Ausdrücke von den aus dem obigen 
Systeme bereits bestimmten Grössen o. Qz, .--, @n—ı und 
den als gegeben vorausgesetzten Grössen « bedeuten. 

In ganz derselben Weise liefern die Coefficienten von 
x”, welche einzeln gleich Null sein müssen, zur eindeutigen 
Bestimmung der n — 1 Grössen der dritten Gruppe: 


Aan+1, Aant2, * +, Asn—1 


durch die bereits bestimmten o mit kleinern Indices als 2» 
und durch die als gegeben vorausgesetzten Zahlen oz die 
n — 1 linearen Gleichungen 


es —1 
für k=0, na, Ampi = Bo,sn 
4 n—2 n—2 
» k = l, Si Aan+2 F (ou, gl, " Anyi = LE 
6 n—3 ER) 
„ k= 2, a, Angs F (a,, gl, " Dän La 


+ (4, ay, ER < Qanpi = az 
» k=3, an donya + (Ay, ga ` dons 
+ (ou Ga a; ` Ang 
\ F (ai, Ga Ga a), ` Agantı = a zx 
e k=4, oC" ents + Lë, gel ` anpa 
+ (a, Ay, "A ai " An43 
+ (i, Gas Ag, Pi IY saih ` Ang 


5 
St EI on ol, le ka Ba sn 
SC —k—1 
» k = k, o, j "Aanpapi Fr (a, a)na ` A2n+k 
RES EENE 
-+ CTT geg d DEE EE 
—k— 
+ (apenar er ` - danja = Bran e 


„k=n-—2, Ay Asnı F Azas kr + arane + 
+ anony + An-ı@antı = Da-2,3n- 


GABINET MAT 
awarzjsiw& CR D 
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Nach dem Obigen ist leicht einzusehen, dass es ganz 
ebenso auch weiter gehen muss, so dass allgemein aus den 
Coefficienten von g?” sich die (a — 1) linearen’ Gleichungen, 
nämlich 


n—1 
aus k= 0, na, ` Ip) +ı = Da zm 
n—2 n—2 
KS k=1 ` Ou * Kp-1)n+2 T (a,, Gel, - * Ikp—1)n +1 = Bı,pn 
n—3 n—3 5 
„k=2, 0 `: Apin F Lët Gel a" pt 


3 
+ ën en As), i Kp-ımH PS Ze zm 


Z n—k—1 n—k—1 
„k=hk, a, Kp-tntrtıt (a2); ` Upin t 


—k—1 
eg (a, Tran Gel A1 © Ai p—1)jn+k—k' + Gg 


n—k—1 
+ Ia 41), ` Upin = Dim 


vn k=n—2, Qapi + gas + + arap Ek: 
ta Ai p—1jnp = Daa ph 


ergeben, wobei die B pn bekannte Ausdrücke sind, welche 
in sich ausser den gegebenen Zahlen «œ nùr solche a ent- 
halten, deren Indices kleiner als (p — 1)n sind, so dass sie 
bereits aus Systemen von linearen Gleichungen, welche durch 
das Verschwinden der Coefficienten von niedrigern Potenzen 
von x entstehen, bestimmt worden sind; auch in diesem all- 
gemeinen Systeme von (mn — 1) linearen Gleichungen in Bezug 
auf die n — 1 Grössen der gien Gruppe 


Aip—i)n+i; UpDan42, "rs Mp—i) nyni 
sind die Coefficienten dieser Grössen ebenfalls homogene 
ganze Functionen derselben (n — 1) Grössen der ersten Gruppe 
Ai, Ag, Q3 *** 3 Ani ` 
wie in den frühern Systemen von Gleichungen, ‚und zwar 
wiederum von der Beschaffenheit, dass sämmtliche Coefficienten 
die zu bestimmenden Grössen zum Gewichte pn ergänzen, so 
dass der Coefficient von ous As das Gewicht n — x hat; 
ferner ist die Dimension dieser Coefficienten in allen Gliedern 
der Gleichung, welche k = k entspricht, n — k — 1, so dass 
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sie in der letzten Gleichung, welche k = n — 2 entspricht, 
von der ersten Dimension, in der vorletzten von der zweiten etc. 
und in der ersten Gleichung, welche k = U entspricht, von der 
(n — Lien Dimension sind. Ferner enthält der Coefficient 
VON &p-ıyn+stı keine anderen Grössen als a,, der Coefficient 
von &p-1)n+* kein a mit einem grössern Index als 2, ete., 
und allgemein enthält der Coefficient von ous mai kein a 
mit einem grössern Index als k — 2. Alles dieses gilt für alle 
Systeme von Gleichungen, unabhängig von dem speciellen 
Werthe von p, wie man sich leicht durch die im vorigen 


Capitel bewiesenen Eigenschaften von H. d (a; , gan  , An—1; Sn) 
überzeugen kaun. Ausserdem ist die Construction dieser 
Gleichungen des Systems eine äusserst einfache: die erste 
Gleichung für k = O enthält nur das einzige Glied mit der 
ersten Grösse der gien Gruppe: @p—1)n+1, woraus man den Werth 


on — D 
Apih = = ug 1,pn 


n—1 
ai 


in die zweite Gleichung für k = 1, welche nur die zwei ersten 
Grössen der pt" Gruppe ap-ıJnfi, p-ı)n+2 enthält, einsetzen „ 
kann, und so 


n—1 
na, ren (Qi, Ag), _ ı:B 


ar —1)n a = > — 
(2 + na?” 3 


"Op 


EZ Ce 


n—2 
er SS DR te, ayi? 
=m 


n nam * n ag v 


erhält; und wenn so ferner diese Werthe in die dritte Gleichung, 
welche k = 2 entspricht und nur die drei ersten Grössen der 
Hip Gruppe: us Asti: Apina, Ap-ı)nts enthält, ein- 
gesetzt werden, so bekommt man: 


n—1 
an 0, na" | 
1 6— 3n! . n—2 Air D), pn 
KH Ou Bm: a o (aa), " ras 
1 e 


—3 
B, pn, LÉI ae ‚Ay; vir 


und in ganz derselben Weise auch allgemein die eindeutige 
Bestimmung: 
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Bo, pn H 0 DH 0 D 
Zi e DH 0 H 0 a 
B;, pn 3 0 a 0 a 
` x(x+1) B;, pn 3} 0 ’ d H 
1 2 . 
Ai p—1)n+x = n a, z N 
n—r+2 
x—3, pny 0 H Ou D 
n—r-+1 n—x+1 
B, —2,pn? a, 3 (a, 3 gl ig I 
: n—zx n—x 
BOH (a, Gallet (a, Ay, gl, in 
0 nai ` 
n—2 
0 CITE äs 
n—3 
0 (A, Oe, as)ni 
` n—4 
ó 0 (ais HTC ge 
n—x+2 n—x-+2 
(a, Gy) +3 SEH CH CNN E bie 
n—#-+1 n-#+1 
(a, H KE dal ai ER CH da, EN 3 PS e 
n—H n—H 
(a, Ay, As, LS hr EI Ay", del, i | 


durch die (n — 1) Grössen a,, @,**-, an-ı und den ent- 
sprechenden x Grössen Bo,pn, Bi,pn, >+, Dass welche 
ihrerseits wiederum ganz bestimmte Ausdrücke von jenen o 
sind; während diese o durch das erste System von n Gleichungen 
bestimmt wurden, unter denen alle ebenfalls linear waren, 
mit einer einzigen Ausnahme der allerersten binomischen 
Gleichung für o: 


o, == (— (e, a. 


Mit wachsendem n complicirt sich die Rechnung allerdings; 
indess vermehrt sich aber zugleich auch die Anzahl der durch 
die Rechnung gewonnenen Glieder der Potenzreihe, da jeder 
Coefficient von x2” zugleich n Glieder der Potenzreihe liefert. 

Hat man auf diese Weise die Grössen a bestimmt, so 
repräsentirt die Potenzreihe 
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fi) = 2a l2; (agn = 0) 
0 
durch ihre n eircumplexen Functionen für jeden Werth von x 
in der Umgebung von æ = 0, d.h. bis zum nächsten Puncte, 
wo zwei eircumplexe Functionen einen und denselben Werth 
annehmen, sämmtliche Wurzeln der vorgelegten Gleichung 


en + Pa (2) 2- F Pn-s(2)2"-3+ - FMH) =0, 
sobald die Functionen @(x) beliebige nullte Partialfunctionen 
nte Classe sind, welche in einem gemeinschaftlichen Gebiete 
convergiren, während sie für æ = O verschwinden. (Diese 
letzte Bedingung ist nur nöthig, falls die gegebene Gleichung 
das Glied mit ri nicht besitzt, welchen Fall wir nur um 
die Rechnung zu erleichtern gewählt haben.) Alle übrigen 
unendlich vielen Grössen « sind sonst ganz beliebig, wenn 
nur der Quotient je zweier aufeinander folgenden 


Ok qn 
Dron 
einer Grenze zustrebt. Sind aber gz) keine unendlichen 
Reihen, sondern endliche ganze rationale Funetionen von den 
Graden pm, wobei fm noch so gross sein darf, so ist nicht 
einmal diese letzte Grenzbedingung für die e nöthig*). 

Ist es nun zwar bekannt, dass eine Wurzel einer alge- 
braischen Gleiehung in Form einer Potenzreihe dargestellt 
werden kann, so hat doch unsere Darstellungsweise insofern 
noch einiges Interesse darin, dass eben eine und dieselbe 
Potenzreihe sämmtliche Wurzeln darstellt und zwar für n Werthe 
von x, deren absoluter Betrag derselbe bleibt und deren Argu- 


e E GER . S 
mente um Vielfache von ER sich von einander unterscheiden; 


d. h. für n Werthe, welche die Theilungspuncte der in m 
gleiche Theile getheilten Peripherie eines gewissen Kreises 
liegen. Die Coefficienten unserer Gleichung haben durch 


*) Es kann natürlich nicht Wunder nehmen, dass hiermit die 
Möglichkeit zur Bildung einer Function mit unendlich vielen Will- 
kürlichkeiten gegeben ist, die jedoch immer die Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung repräsentirt, da dieselben Willkürlichkeiten auch 
in der jedesmal zugeordneten Gleichung mitexistiren. 
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ihre oben angegebene Beschaffenheit für diese n Puncte der 
_ Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt immer denselben 
Werth, da sie gegen die Substitution Ce anstatt x unempfind- 
lich bleiben. 

Die obige Beschränkung unserer Lösung auf die Um- 
gebung von g = (Q, d. h. auf den Kreis, innerhalb dessen 
keine gleichen Wurzeln liegen, folgt für unsere Auffassungs- 
weise daraus, dass die Jacobi’sche Fanctionaldeterminante 
der symmetrischen Funetionen der Cofunctionen, ausgedrückt 
als Funcetionen von den coordinirten Cofunctionen, für den 
Fall gleicher Werthe von verschiedenen coordinirten Cofunc- 
tionen, und nur für diesen Fall, verschwindet, was uns als 
Kriterium der Bestimmbarkeit, respective Unbestimmbarkeit 
der Wurzeln mit Hilfe der Cofunctionen gilt. (Vgl. zweiten 
Abschnitt des Werkes sowohl, wie auch den Salzburger Vor- 
trag des Verfassers.) 

Unser Resultat stimmt aber genau auch mit dem 
überein, was nach der bekannten Theorie von Puiseux 
(„Recherches sur les fonctions algebriques“ in Liouville’s 
Journal de Mathématiques pures et appliquées T. XV) sich 
ergeben müsste. Man kann am "leichtesten sich davon über- 
zeugen, wenn man den von Herrn M. Hamburger in seiner 
Abhandlung „Ueber die Entwickelung algebraischer Func- 
tionen in Reihen“ (Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
Jahrgang 16) eingeschlagenen Weg verfolgt. 


89. 
Verification der obigen Darstellung der Wurzeln. 
Aus der Gleichung in der gegebenen Form 
F(2,%) = 2” + Pn-1(8) 21 + Pn-a(la) 2° + 
++9(2)24+ p(z) = 0 


erhält man direct, wenn man die linke Seite partiell nach g 
differentiirt, 


net) paila) +: +29, (@)2+ pla) 


und durch k-malige Wiederholung 


ei 
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ae Et Eu 
RE ld E Tee ee ehe as 
k 1 
+ EI J! - Pr) 2 + t Ve 
so dass für k = n — 1 
9° Ir 
Sen u (n!) 2+ 9n-1(%) 
und für k =n 
— = n! 
ZS 


und endlich für jedes k >n, etwa k=n-+A (A = einer 
ganzen positiven von Null verschiedenen Zahl) immer 


zer F 


Er 


` 


sich ergiebt. Nach der Voraussetzung war aber 
pa) = (1) a + (a, ms an) et 


+ (Ay, a, SCH hn AEL. 
so dass der Coefficient von z* in F(z, 0), den Werth 


Ba tee: 


annimmt, und somit wird 


Dé n! e e 
( Sch ls (n—k)! Lesen D 


Sonach ist 
ak 
pe =(, wenn x=0 
Sr | 
und 
CN z See n! H 
02 
d.h. zZ = æ ist eine n-fache Wurzel der Gleichung 
te, 0 = UL 


Dieses ist übrigens offenbar auch direct einzusehen, wenn 


man die nach der obigen Voraussetzung sich ergebenden 
Werthe 
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90) = (— 1) (1) a" 
in die gegebene Gleichung einsetzt, wonach 
F(z, 0) = (z — a) = 
sich ergiebt. 
Bildet man die successiven partiellen Ableitungen von 
F(z, x) nach x, so erhält man 


Fr = = 
GE CC bai Spt 


pi (z) 2 + gy (2); 


nun ist aber g(x) eine nullte Partialfunction nter Classe von 
æ, so dass 
e a, oe eieiei 


für ss U verschwinden, während für denselben Werth x= 0 
tür k = n 
g (0) = (— Ta (0!) 


sich ergiebt, wenn man die Bezeichnung 


rg) (ar arna” + arenar +- 


einführt. Es ist nämlich dann 
(— 1-19 (£) = ur nk 4 er SS Cy, on ae 
i See BR GE Qi, on IT —k + ..., 


woraus sofort ersichtlich ist, dass 


pi (0) ES 0, 
_ wenn 2 
k<n 
und 
pm (0) = (1 (n!) arn, 
wenn ; 
k =n 
ist; ferner ist wieder 
pP (0) = 0, 
wenn 
2n>k>n 
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und 
pP (0) = Meng (2n)! anen, 


k=2n, 


wenn 


etc., so dass allgemein 
pf (0) = 0 


für 
k = i (mod. n), 
ef (0) = (— 1) (gn)! dign 
für 
k = qn 


ist. Darnach ist für beliebige Werthe von z, sobald % kein 
Multiplum von ~ ist, 


(Z )=0, (k = i (mod. n)), 


während für den Fall k = qn immer 


ES 
oa") een 


~ Oni, gn i qn geg +: £ + (—1 er Di. on ZS 


(qn)! 
+H (— 1)” o0,0m 
stattfindet. 
Endlich ist noch 
ot? F aM)! (n—2)! 


ge, (0) E ea) er? 


Jato”  (n—r—1)! 
1 
+o + (a) +rvop (2), 


so dass für z= 0 die Factoren ø (0) nur, wenn u = qn 
ist, Null sein können, und für z= a, hat man dann 
Sinz b (n—1)! ek 
ES ) = an)! |- ann 
SS o A 


2)! 
e H Eer GE 


HI dann]. 


Vergleicht man dieses mit den Resultaten der oben ange- 
führten Abhandlung von Hamburger, so findet man, dass 
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die Hamburger’sche „Finalgleichung“ (im 16'° Jahrgange 
dz 

dr 2=0,3=0, 
wenn g = (Q), 2=a, eine n-fache Wurzel der gegebenen 
Gleichung £ (z, x)= 0 ist, in unserm Falle die einfache 
Form annimmt: 


Eë =) PEN 
k EA EE 
Es LS 62" Jo iz) 


der Zeitschrift pag. 473) zur Bestimmung von ( 


[— On—l,n an=: + On—2,n ar? SEN + 


-e + (— liens gu + (— Droon], 


was mit dem Werthe, welchen wir für a, durch Berechnung 
der cyklosymmetrischen Determinanten und Annullirung der 
einzelnen Üvefficienten von x im allgemeinen Falle erhalten, 
oder, wenn man gu = 0 setzt, mit der einfachern Form 


geg el he 


vollkommen übereinstimmt. 
Aus dieser letzten Gleichung ersieht man, dass die 


dz ; k 
n Werthe von a, = (Tr) so lange &,n = 0 ist, von einan- 


der verschieden und jedenfalls (nach der Voraussetzung, dass 
die œ nicht unendlich 'sınd) alle endlich sein müssen. Nach 
der angeführten Abhaudlung von Hamburger ist diese Be- 
dıngung hinreichend, damit z in der Umgebung von g = 0 
nach ganzen positiven Potenzen von x entwickelt werde. 
Eine solche Poteuzreihe ist giltig in dem Kreise, welcher 
bis zum nächsten Verzweigungspuukte, d. h. bis zu einem 
solchen Werthe von 2). für welchen z eine vielfache Wurzel 


*) Es bedarf kaum der Wiederholung, dass wir es hier immer 
nur zu thun haben mit dem Gebiete, innerhalb welchem sämmtliche 
gegebene Potenzreihen ei) zugleich convergent sind, so dass nur in 
speciellen Fällen, wie die, wo die ọ ganze rationale Functionen von 
æ sind (was zum Behufe der Lösung von Gleichungen mit constanten 
Coefficienten, wie wir weiter unten sehen werden, vollkommen aus- 
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der Gleichung wird. Für unsern Fall würde das heissen bis 
zu einem Werthe von x = q, für welchen 

Lei) fria) — frea) = 0 

wird. Die Bedeutung einer solchen Bedingungsgleichung für 
die Gleichheit zweier circumplexen Functionen ist an anderem 
Orte diseutirt worden. Hier sei nur einerseits bemerkt, dass 
die Erfüllung dieser Bedingung identisch ist mit dem Kriterium 
für das Verschwinden der Jacobi’schen Functionaldeter- 


minante 
© 


ô -i 


SE —(, 


OP; 


welche im vierten Capitel des zweiten Abschnittes behandelt 
wurde. Dort wie hier ist die Gleichung von der nullten 
Partialfunetion unabhängig; man sieht es hier direct, weil 
alle Glieder, die gegen r* unempfindlich sind, d. h. alle, 


deren Exponenten Multipla von n and, sich bei der Sub- 
traction Toi e) — f(r"x) weggehoben haben. 

Andrerseits würde die Nichterfüllung dieser Bedingungs- 
gleichung aussagen, dass unsere Potenzreihe 


fla) =m + mema +: 
die Darstellung der Wurzeln durch ihre circumplexen Func- 
tionen f(r?x) für jeden Werth von x in der ganzen Ebene 


vertritt, sofern die Coefficienten der gegebenen Gleichung 
gı(x) in der ganzen Ebene convergiren. Die Curve, auf 
welcher sämmtliche Verzweigungspunkte sich befinden, würde 
in diesem Falle in einen einzigen Punkt zusammenge- 
schrumpft sein. 


reicht) oder wenn die g gewisse Functionen von Exponentialfunctionen 
sind, die ganze Ebene zu gleicher Zeit in Betracht kommt. 

Der bei Weitem allgemeinere Fall dagegen, wo die ọ solche 
analytische Fuhctionen von æ sind, welche zwar in jedem Gebiete 
durch gewisse Potenzreihen repräsentirt werden, jedoch so, dass in 
gewissen Gebieten immer andere und andere Potenzreihen die Dar- 
stellung jener Functionen übernehmen, dieser allgemeinere Fall, sage 
ich, wird uns erst später zu neuen Knnstgriffen veranlassen müssen, 
um auf jenen speciellern Fall zurückgeführt werden zu können. 
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Wiewohl es im Allgemeinen schwer fallen würde, a priori 
anzugeben ob eine Potenzreihe für gewisse Werthe der 
Variabeln verschwindet, oder nicht, so lassen sich in unserm 
Falle unter gewissen Umständen allgemeine Merkmale dafür 
in der leichtesten Weise angeben. Würde z. B. die Haupt- 
function, welche dorch ihre n eircumplexen Functionen sämmt- 
liche Wurzeln darstellen sollte, selbst eine Ze Partialfunction 
mier Classe sein, also Liz), wobei ©= 0 ist, so ist die Ae 
eircumplexe Function derselben: 


ett eg fni (2), 
so dass für keinen andern Werth als z = O die Gleichung 
Ech) — fa, (rer) = (riħ — rit) faila) = 0 


befriedigt werden kann, während für £ (7) = U sämmtliche 
Wurzeln zusammenfallen. 

Für welche Gleichung dieses eintreten kann ist sehr leicht 
einzuseben; es werden alle übrigen Partialfunctionen pr, 
wenn © = t ist, Null sein müssen und die cyklosymmetrische 
Determinante wird 


D (p)= (1. pm, 


so dass wir es mit der en von den m mit der Gleichung mit 
lauter gleichen Wurzeln ein cyklisches System bildenden 
Gleichungen zu thun haben. 

Da aber bei der Bildung der Differenz (w) die nullte 
Partialfunetion gar nicht mitspielt, so wird auch 


bn (2) + Afni (2) 

die Eigenschaft besitzen, dass ihre sämmtlichen eircumplexen 
Functionen, mit Ausnahme von dem einzigen Punkte, wo 
sie alle zusammenfallen, immer von einander verschieden sind. 
Dieser Fall tritt immer ein, wenn die Gleichung eine bino- 
mische ist. Diese beiden Fälle sind im zweiten Capitel des 
dritten Abschnittes bei constanten Üoefficienten behandelt 
worden. Allerdings sind sie sehr einfach; indess wird es 
sich an anderer Stelle zeigen, dass man denselben Gedanken- 
gang mit einiger Modification noch weiter, insbesondere für 
trinomische Gleichungen, verfolgen kann. 
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Wird aber die Bedingung (w) erfüllt, so gilt allerdings 
die obige Darstellung der Wurzeln nur innerhalb des oben 
erwähnten Kreises; indess werden wir verschiedene Methoden 
anwenden können, um jene Lösung für die ganze Ebene zu 
erweitern. 


8 10. 


Angabe einiger Methoden zur Erweiterung der obigen 
Darstellung über jenen beschränkten Kreis hinaus. 


Um die obige Darstellung der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung n'e? Grades allgemein giltig zu machen, müssen 
wir uns bestreben zwei Beschränkungen wegzuschaffen: eine 
in Bezug auf die gegebene Gleichung, die andere in Bezug 
auf den Gültigkeitsbereich der gefundenen Darstellung. In 
Bezug auf die gegebene Gleichung haben wir nämlich oben die 
Beschränkung gehabt, dass die Coeffieienten g(x) der Gleichung 
nur solche ganze rationale, oder solche irrationale oder transcen- 
dente Functionen sein dürfen, deren Exponenten durch.» theilbar 
sind, und ausserdem müssen im Allgemeinen die absoluten 


Glieder in p(x) respective die Form aro zU Ach haben 


können, und falls e, Liss ist, müssen sämmtliche eu 
sein, wenn die Wurzeln überhaupt als cireumplexe Functionen 
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten auftreten 
sollen. In Bezug auf das Giltigkeitsgebiet war unsere Dar- 
stellung nur in der Umgebung von z =Q, d. h. bis zum 
nächsten Verzweigungspunkte zulässig. Handelt es sich nun 
um die Lösung einer Gleichung mit beliebigen constanten 
Coeffieienten A,„-ı, An-2, » . Au: Ay, 80 wird es darauf an- 
kommen, die Functionen @,-1(%), ge ail, +, 9, (2), Po (X) 
unserer ein für allemal zu lösenden Gleichung womöglich so 
zu wählen, dass für einen Werth von 2=z,, für welchen 
f(x) eonvergirt und die f(r“x), die Wurzeln der Gleichung 
darstellen, o.) =A, werde; es würde eine ungeheure 
Erleichterung zur Auffindung solcher Functionen sein, wenn 
wir uns von jenen Beschränkungen befreien könnten. Ueber 
die Aufhebung oder Umformung der ersten Einschränkung 
der Form der Covefficienten der gegebenen Gleichung werden 


H, ScHArırA. Cofunctionen. I, 2. 7 
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wir im Nächsten ausführlich handeln, während wir hier einige 
Methoden zur Erweiterung des Giltigkeitsbereiches unserer 
Darstellung angeben wollen. 

Die erste und wichtigste wäre die Abbildungsmethode 
von Herrn Fuchs, welche derselbe bei einem viel compli- 
cirteren Falle, nämlich bei der ‚Darstellung der Integrale 
linearer Differentialgleichungen "7 (Borchardt’s Journal Bd. 75, 
pag. 177—223 und als Anhang zu dieser Abhandlung im 
selben Journal Bd. 76, pag. 175, 176) einführt. Würde man 
nämlich in unserer gegebenen Gleichung 


2” + Pn (2) P H HM aE) + Pla) = 0 
die Fuchs’sche Substitution 
f(w) 

= F(w)= 7775) 
machen, wobei f(w) und g (w) ganze rationale Functionen 
der complexen Variabeln w sind, welche für w = U nicht 
verschwinden, so würde die in Bezug auf w gebildete Discri- 
minante unserer Gleichung die Resultante sein, welche man 
durch die Elimination von w aus 


Goin + 9-1 (2) F(w + - . -+ p, (Œ) F (w) +9, (2) =0 
und der Ableitung dieser Gleichung nach w, welche man 
schreiben kann 


Fu) [n Fr (w)+(n—1 (pn (2): F"=(w)+: -+p (1) =0 
erhält. — Man kann sich nun diese Elimination unter An- 
derem auch dadurch erwirkt denken, dass in der zweiten 
Gleichung für F (w) im Klammerinhalte der Werth aus der 
vorhergehenden Gleichung eingesetzt werde und ausserdem 
noch in F” (w) der aus der vorhergehenden berechnet ge- 
dachte (es kommt uns nämlich auf die wirkliche Ausrechnung 
hier nicht an) Werth von w. Für unsern Zweck genügt 
aber schon die auf der Hand liegende Thatsache, dass der 
jetzt erhaltene Klammerinhalt identisch ist mit demjenigen, 
welchen man erhalten würde, wenn man z aus der ursprüng- 
lich gegebenen Gleichung in ihre Ableitung nach z eingesetzt 
hätte; der neu erhaltene Klammerinhalt würde genau die 
Discriminante der ursprünglichen Gleichung sein. Ausser 
denjenigen Werthen von &, für welche schon die Discri- 
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minante der ursprünglichen Gleichung verschwindet, kann 
also die Discriminante der neuen Gleichung in w nur noch 
für die. Wurzeln der Gleichung 


F' (w) = 0 


verschwinden; es lässt sich somit hierbei diese Methode der 
Abbildung des unendlichen Theiles der Ebene ausserhalb des 
Kreises, innerhalb dessen kein Verzweigungspunct liegt, auf 
den endlichen innerhalb jenes Kreises enthaltenen Theil der 
Ebene mit viel grösserer Leichtigkeit anwenden, als in dem 
complicirteren Falle der Integrale einer linearen Differential- 
gleichung des Herrn Fuchs, insofern dort einerseits die 
Kenntniss seiner fundamentalen Abhandlungen vom Bd. 66 
und 68 des Borchardt’schen Journals vorausgesetzt werden 
muss, und andrerseits treten in jenem Falle durch seine Sub- 
stitution ausser den Wurzeln von F’(w) noch auch die 
Wurzeln von wg(w) =( als neue singuläre Puncte auf 
(vgl. Nr. 4 und 5 der zweiten Abtheilung der angeführten 
Abhandlung pag. 205, 206, 207), was hier nicht der Fall ist. 

. Diese in sehr vielen Fällen das Problem ganz anders 
beleuchtende und sehr fruchtbare Methode soll im zweiten 
Bande dieses Werkes, wo von der Theorie der Functionen 
complexer Variabeln ausgehend unsere Cofunctionen in ein 
ganz anderes Licht treten sollen, für unsern Fall zur 
weitern Durchführung kommen*), hier dagegen (in einem 
Abschnitte des ersten Bandes), wo planmässig die formale 
und elementare Seite der Sache möglichst ausschliesslich zur 
Verhandlung kommen soll, möchte ich mich vorläufig mit 
diesem kurzen Hinweise begnügen. 


*) Besonders interessant zu werden verspricht noch die Anwen- 
dung eines speciellen Falles der von Poincaré bearbeiteten Fuchs’schen 


a;2+b, 

c2-+d, 
(Acta Mathematica Heft I), der specielle Fall nämlich, wenn die De- 

a;2+ b 
beta 
theilung in reelle und complexe Substitutionen mit dr Eintheilung 
nach (a + da} È 4 und (a + d)? = 4 zusammenfällt, und f; fy = fy fi 
wird, 


Gruppe von linearen rationalen Substitutionen von der Form t = 


terminante eine cyklosymmetrische ist, also R = 7 wobei die Ein- 


7 
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Eine zweite Methode wäre die, die noch ganz unbestimmte 
Anzahl von Constanten, welche in den Functionen F}(æ) 
auftreten sollen, so zu bestimmen, dass der Radius des Gültig- 
keitskreises unserer Darstellung möglichst gross werde. Oder, 
wenn es sich um die Lösung einer Gleichung mit constanten 
Coefficienten handelt, sämmtliche «, bis auf eine gewisse 
Anzahl derselben, verschwinden zu lassen und nur so viel 
zurückzulassen, als nöthig ist, um es so einrichten zu können, 
dass für ein beliebiges, aber als bestimmt gewähltes z= z,, 
innerhalb des betreffenden Gültigkeitskreises von f(x) die 
n Gleichungen gx Ur) = Ar, welche, wohl gemerkt, in Be- 
zug auf «œ linear sind, bestehen, was offenbar immer mög- 
lich ist, wenn die gegebene Gleichung keine gleichen Wurzeln 
besitzt. Diese Methode wird an einigen Beispielen illustrirt 
werden. 

Eine dritte Methode können wir in folgender Weise an- 
wenden. Wir beweisen zunächst folgendes: 

Lemma. Es giebt immer unendlich viele positive ganze 
Zahlen m, von denen mindestens eine zwischen 1 und n! 
(inclusive) sich befindet und dann mindestens eine ganze Zahl h 
zwischen Null und m — 1, so dass die Congruenz 

h, Se "Eh, = h (mod. m) 

befriedigt wird, wenn n, ny, +, m, positive, ganze, von ein- 
ander verschiedene Zahlen sind zwischen Eins und n— 1 und 
NN, ni = m ist, während h,, hy, =-~, hi ebenfalls positive 
ganze Zahlen sind, welche respective zwischen O und n, — 1, 
zwischen O und n, — 1, ete., bis endlich zwischen O und ni — 1 
enthalten sind, so dass h, =, 1, 2, ---, (n, — 1), wenn \, = 1, 
2, ---, [ bedeutet, im Uebrigen aber verschiedene h, auch 
gleiche Werthe haben können, von der Beschaffenheit, dass 
wenn man n(n > 2) beliebige, aber von Null und Unend- 
lich verschiedene Grössen 


Le) Cos Dun Gas "rn Cni 
successive multiplieirt, mit den Factoren 
A0 h.1 LR h.(n—1) 
Tin H Ym H Ze A fe. "3 E 3 


unter den dadurch erhaltenen Grössen 
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0.4 leh 2.h (n—1)h 
(B) Ta Di Ta Din Im Da — GE En- 1 


keine zwei gleichen vorkommen. 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung kann man sich 
dadurch zu überzeugen suchen, dass man sieh zunächst vor- 
stellt, es seien zwischen den Grössen (e) k unter einander 
gleiche vorhanden (wären schon die gegebenen («) alle von 
einander verschieden, so wären unsere gesuchten Zahlen 
m = 1 und k =Ù zu nehmen), so multiplieire man sämmt- 


v . . 2 
liche Elemente respective mit den Factoren 7°, r}, ee 
ETS dann werden die k vorhin gleich gewesenen Unici 


von ginander verschieden werden; würden also vorhin alle 
Elemente einander gleich gewesen sein, so hätten wir unser 
Ziel schon erreicht und es wäre ca: m=n ùnd h= 1. 
Ist aber k < n und sollten nun jetzt unter den vorhin n — k 
törschieden gewesenen Elementen manche auftreten, welche 
üßter> einander, oder paarweise gewissen unter jenen E Ele- 
nën gleich geworden sind (was dann und nur dann ein- 
treten kanu, wenn bei manchen der (x — k) ursprünglich 
Fer&hiedenen Elemente die Verschiedenheit darin bestand, 
a? sie bei gleichem Modul nur verschiedene Argumente 
en, und zwar so, dass der Quotient zweier eine nt? Ein- 
Kapi war), so RENA man den Umstand, dass bei 
Ce Wiederholung der vorigen Operation, so lange nicht 
= 0 (mod. n) ist, die einmal gleich gewesenen Elemente 
CAE verschieden bleiben müssen , da 


Du „Ir së: A4 (ei yarDu 


a tee RA 

unter der angegebenen Bedingung immer von einander ver- 
schieden sind. Nun kann es aber eintreten, dass die vor 
Ausübung der Operation gruppenweise gleichgewesenen Ele- 
mente nach geschehenen Multiplicationen zwar unter einander 
immer verschieden bleiben, jedoch gewisse Elemente der einen 
Gruppe immer gewissen Elementen irgend einer andern Gruppe 
beziehungsweise gleich werden; und zwar kann dieses ab- 
wechselnd geschehen, aber so, dass bei (n — 1)-maliger 
Wiederholung die Anzahl der gleichen Paare nicht ganz ver- 
schwindet. 
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Führt man aber jetzt eine analoge Operation aus, indem 
man ra, anstatt »„ nimmt, wobei n, eine der Zahlen zwischen 
Null und n — 1 ist, so muss sich unbedingt die Zahl der 
gleichen Paare verringern, da auch jetzt die einmal gleich 
gewesenen und verschieden gewordenen Elemente bei h,-ma- 
liger Wiederholung der Operation verschieden bleiben müssen, 
wenn nicht h, = 0 (mod. n) ist. Fährt man so fort, so wird 
man einmal sämmtliche Elemente verschieden ken müssen, 
da die Anzahl der möglichen Operationen immer die Anzahl 
der möglichen gleichen Paare übertrifft. Gesetzt nun das Ziel 


h 
wurde erreicht, nachdem mit » und rë, rž, ++» r' mul- 
tiplicirt wurde, wobei ni, %,, +, M EN EE ganze 


Zahlen zwischen Eins und n sind, so haben wir schon öfters 
gesehen, dass man 
A An ha 


gd An 1 
ECH ER ERR E E 


m EN na un EN 


setzen kann und alle ausgeübten Multiplicationen äquivalent 
sind einer einzigen mit 7%, wenn m und h die verlangte Be- 
deutung haben. Daraus ersieht man, dass m eine der ganzen 
Zahlen zwischen 1 und n! sein wird. Durch folgende Be- 
trachtung, durch welche der Satz in etwas andrer Gestalt 
erscheint, kann man noch die Grenzen für m bedeutend ver- 
ringern. Man kann nämlich den Satz auch so aussprechen: 

Sind n beliebige aber von Null und Unendlich verschie- 
dene Grössen Cy, Cı, Cz, ---, Ca gegeben und bildet man aus 
ihnen die Determinante, welche bekanntlich das Product sämmt- 
licher Differenzen der Elemente c,, OT, Gë en NET 
darstellt, nämlich: 


KR i 1 Ee CR | 
c E ER a ie 
0 1 2 n—1 
WAC E 2.9 24 | 2(n—1) 
LU d=| Cf CG eier uf 
er Du EE u u are NE ee 
n—1 


so kann man immer eine ganze Zahl m zwischen 1 und n! 
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und mindestens eine solche Zahl h zwischen O und m — 1 der- 
artig bestimmen, dass die Gleichung 
2) A ss U 
durch x = ei nicht befriedigt wird. 

Beweis. Die nach Potenzen x geordnete Gleichung (2) 
hat offenbar die Form 


3) Garr + G-A: Uz st 


wobei die OU ganze rationale Functionen von Cys C4; Cas Cn—t 


n(n— 1) 


sind, deren Dimension constant — , während deren 


Gewicht verschieden ist und zwar übereinstimmend mit dem 
betreffenden Exponenten von dem zugehörigen x. (Vgl. Cap. I 
$ 5.) Dabei besitzt O,+2 das grösstmögliche und Cı das 
kleinstmögliche Gewicht unter den Gliedern der ausgerech- 
neten Determinante 


11 1 LEE EE 


2 2 2 
rss = Co Ci 65 E 
| 1 ; 1 / 1 f 1 
n— n— n— n— 
| ĉo Ci Co Are RR 


Nun erreicht aber offenbar das n Maximum des Gewichtes 
Gua kein anderes Glied als das der ersten Hauptdia- 
gonale 


Gr=R+17?+2+:::+(n—1) 
und kein anderes Glied als das der sogenannten zweiten Dia- 


gonale besitzt das Minimum des Gewichts, nämlich 


Gi =0(n—1) + 1(n—2) + 2(n—3)+:-- 
+ (n—2) 1 + (n—1)0 = (5), 


` n(n—i)(2n— 1) 
BR RE 


so dass 
3! 
und 


n(n — 1) (n — 2) 
ene | OR 
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ist. Da es sich nun aber darum handelt, ob eine gewisse 
Einheitswurzel, welche doch jedenfalls von Null verschieden 
ist, anstatt x gesetzt werden kann, so kann man die Glei- 
chung (3) durch g? dividiren und man erhält die Gleichung 
Hien Grades 


4) 9a) = Cuat" + Cuta 2! F + Cra + O = O. 
Setzt man nun anstatt & in der linken Seite von (4) 7? æ, 
multiplieirt dann die ganze Gleichung mit 77°”, lässt A die 
Werthe 0,1,2,-:--, (m —1) durchlaufen und addirt sämmt- 
liche m so entstandenen Gleichungen, so erhält man die 
de Partialfunction mte" Classe von (4), welche unter der Vor- 
aussetzung m > u aus einem einzigen Gliede bestehen wird: 
Pmi) = Cr xi. Würde nun p(r})=0 für alle mög- 
lichen h befriedigt werden, so wäre auch für jedes be- 
liebige t 


n—1 
Dirie) = geil) = Ciga = Lë 
0 m,i 


(in der gewöhnlichen Ausdrucksweise würde das bekanntlich 
heissen: in einer Gleichung u!“ Grades, welche mehr als 
u Wurzeln hat, müssen sämmtliche Coefficienten identisch 
Null sein) und man bekäme so u + 1 Gleichungen zur Be- 


. N D H 
stimmung der c, aus welchen CH = n Gleichungen sich 


ergeben, welche aussagen, dass das Product irgend welcher 
n — 1 von den n Grössen identisch Null sei, woraus folgt, 
dass mindestens zwei der ce Null sind, was gegen unsere Vor- 
aussetzung ist. 

Für unsern Zweck reicht schon eine der zwei Glei- 
chungen 


Í 2.3 nl ý 

Cupa cice er, = O) 
n—1l n—2& 

O, == Co ĉi ss Cr = 0, 


da wir eigentlich im Stande sind auch den Fall, dass nur 
. Š a Bi 
eine der Grössen Null wäre, auszuschliessen. Sollen aber 
die c von Null verschieden sein, so muss mindestens für 
einen Werth von t die Gleichung p(r‘) = 0 unrichtig sein, 
was zu beweisen war. 
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Ueber m machen wir dabei die einzige Voraussetzung 


n(n— 1) [(2n — 1) — (n — 2)] =(" +!) 
3! Ta A 


m > u= 
welche Zahl jedenfalls kleiner ist als (»!), sobald nur n S 2 
ist, wie wir auch behauptet haben. Man kann aber sofort 
sehen, dass sobald a >3 ist, die Zahl u sogar kleiner als 
n(n — 1)(n — 2) ist, weil nämlich dann 

n +1 


d <n—2 


wird, und zwar steigt dieser Unterschied mit wachsenden n, 
wie man leicht ersieht, wenn man diese Ungleichung in 
der Form 


5(n+1)>18 
schreibt. Ebenso sieht man, dass. für 
n54, u< n(n — 1) (n— 3), 
denn es ist dann Dn > 19; allgemein für n S p ist 


u < na T E), 


auf Grund von 5(n + 1) > 6p, so lange nur p < 5 ist. Für 
p= D würde u < n(n — 1) (n — p + 1) nur noch für n >p 
gelten. Dagegen kann allgemein gesagt werden, dass 
sehon für 


m = n(n — l) (m— p+ 1) 


unser Satz gültig ist, sobald D SS 2p — lund4py+5>0 
ist. (Streng genommen ist die Bedingung für diese untere 


Grenze von m genauer n + 1 > + p; für jedes grössere m gilt 


unser Satz um so mehr.) 

Für unsern weitern Zweck ist es nützlich erstens die Zahl 
m so klein als möglich zu nehmen und zweitens sie so zu 
wählen, dass man sie zerlegen kann in Factoren, welche 
kleiner oder ‚höchstens einer von ihnen gleich n, die aber 
relativ prim zu einander werden. -Für die ersten 10 auf- 
einander folgenden Werthe von n könnte man z. B. folgen- 
dermassen bestimmen: 
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| m > u | besteht aus den Factoren 
2 9 2.1 
KSC 4 6 3.2 
il 12 CR 
ER. am 1 B.A 
SE Keen 60 5.4.3 
a? 60 TE: 
Seat 728 
Ce = a Fe 
La 8.5.3 
Br a e BEE en 
we rar 
a sen 
| welche relativ prim sind 


Man sieht leicht, dass man es ebenso oder richtiger 
gesagt, um so eher können wird, wenn n immer mehr wächst, 
weil dann die Anzahl der möglichen Factoren, welche relativ 
prim zu einander und kleiner als n sind, immer grösser 
wird. 
Beispiel 1. Für n=2; u—-(})—1, alo m—1, 2 
und %4 = 0, 1. In der That, würde 


Ke i 
Ge SÉ 


2 


für beide möglichen Werthe von Ae 0, 1 befriedigt werden, so 
würd aus „+4, = 0 und c — c = 0, folgen ou = 0 und 
c, = 0. Für jeden gegebenen Fall kann man also einen der 
beiden möglichen Werthe für A wählen, welcher c, und 
zc von einander verschieden macht, 


== 0 
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Beispiel 2. Für n—3 ist 1=($)=1, ps )—4, 
es ist also genug m = 5 < 3! zu nehmen; indess nehmen wir 
m = 6, weil 5 nicht zerlegbar ist in Factoren, welche nicht 
grösser als 3 sind. 

Sollte nun 


| 
A 2h 
“ Ee Fe Gelz, 
BR 2h 2 4h 2 
[Co Teo Te C2 
oder, was dasselbe ist, die nach r} entwickelte Gleichung (nach- 


dem dieselbe durch vi = r} dividirt wurde) 


h 2 A ` h 3 
ole (r6) — (C261? +63? Co") (r6)? + (C061? + Co? 2) (76) — gie = 0 
für alle möglichen h verschwinden, so müsste jedes Glied ver- 
schwinden, woraus die (2) Gleichungen sich ergäben : 
woraus folgen würde, dass mindestens zwei unter diesen 


Grössen Null sein müssen. Mithin sind mindestens für einen 
Werth von h die Grössen 


ER e 


A 2h 
Con: Tei: Te [27 4 .,‚r n—1 


sämmtlich von einander verschieden. 
Beispiel 3. Für n = 4 ist 4 = 4, u=(*}')= 10, und 
man hat m = 12 = 4 . 3 und die Gleichung (4) lautet : 


D 


need Delai Ire Tode (ria) Hecate? Cria) 


GC ëalël PETATA 
— CNC | EATA 

He’ e! 

- 36223} (ria)°—co'6,303?l (rfa) — Colle, Je? Gel Lee, (rio 3 

— KANN — 0o00! — 00t +o G’? 
Footie” 

+10, 

+ oe?e! (ria)? — ceea! tete. 

— geet 


Kate 
69.6, Ca 
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Sollte diese Gleichung für alle möglichen bh befriedigt 
werden und somit jeder der Coefficienten für sich verschwin- 
den, so würden sich aus dem letzten und drittletzten, aus dem 
dritten und ersten Coefficienten, wie behauptet wurde, die 
Dë )=G) = 4 Gleichungen ergeben 

GI ` Gei Ge es UX Het et, 
wodurch die übrigen Coefficienten dann von selbst ver- 
schwinden. 

Nicht ganz ohne Interesse scheinen folgende zwei Be- 
Bemerkungen. 

Erstens erinnert die Form dieser Gleichungen an die 
Elemente unserer Determinante A in Abschnitt II, Capitel IV, 
SS 32, 33, von welcher wir dort nachgewiesen haben, dass 
sie ebenfalls das Product sämmtlicher Differenzen darstellt. 
In der That könnte man unseren Satz auf jene Determinante 
anwenden und der Beweis wäre viel einfacher durch Multi- 
plication der Determinanten mit r—'* und Addition derselben 
zu erreichen. Wir zogen aber hier den obigen Weg deshalb 
vor, weil er sich einerseits an die andern Betrachtungen 
über das Gewicht und die Dimension ete. gut anschliesst, 
und weil auch dabei manche Eigenschaft in Betreff der Form 
in's Auge springt, auf welche wir übrigens später zurück- 
zukommen Gelegenheit haben werden. 

Zweitens lässt sich ganz analog eine Betrachtung an- 
stellen an ähnlichen Determinanten, bei welchen das Gewicht 
eines Gliedes durch die Summe der Producte je beider Indices 
der Elemente definirt werde, so dass die einen Indices, die 
ersten oder die zweiten, die Dimension angeben; auch daraus 
werden wir später Nutzen zu ziehen suchen, jetzt kehren 
wir zu unserer Aufgabe zurück. 

` Im vierten Capitel des dritten Abschnittes haben wir 
ein Systern von n cyklischen Gleichungen n'en Grades so 
definirt, dass die D: derselben 


rip printli Teams + +91, (8)214+90,1(2)—=0 
Les DL 3 s-apzäl 
die Wurzeln 


—1.0 e i „in -0 
Yn Co? m Seu Lei dÉ dÄ Tn Cn—1 
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besitzt. In ganz derselben Weise wie dort lässt sich nun 
ein System von n, Gleichungen n'e Grades, worin r*! durch 
r44 ersetzt wird (, = 0, 1, 2, . .., n, — 1) behandeln, wobei 
n, < n und n, relativ prim zu » ist und wobei diesem zweiten 
Systeme eine jener n Gleichungen z. B. die nullte zu Grunde 
gelegt wird. Hier wie dort ist die Bildung aller Gleichungen 
des Systemes durch die der einen derselben vollkommen be- 
stimmt, und alle Gleichungen des Systems sind gelöst, sobald 
eine derselben es ist. Da aber sowohl das System n als 
auch das System n, eine und dieselbe Gleichung (für { = O, 
resp. I, = 0) besitzt, so ist die Construction und Lösung aller 
Gleichungen beider Systeme gegeben, sobald die irgend einer 
Gleichung beider Systeme bekannt ist. Es ist klar, dass man 
ebenso irgend eine andere Gleichung (die Dei dem Systeme 
n, zu Grunde legen kann, und so n - n, Gleichungen bekom- 
men und dass man so auch weiter fortsetzen kann, und alle 
(n!) Gleichungen würden bestimmt sein, sobald eine Glei- 
chung von ihnen bestimmt wird. Offenbar würde man aber 
jenes System von n.n, Gleichungen auch erhalten, wenn 
man von vornherein r anstatt r, genommen hätte. Es sei 


nn, 
nun eine Gleichung mit den Coefficienten y(x) gegeben, die 
so beschaffen sind, dass f(x) durch ihre eircumplexen Func- 
tionen c, für solche x, welche in das Gebiet der verschie- 
denen c; gehören, sämmtliche Wurzeln liefern. Hat man 
nun eine Gleichung zu lösen, welche gleiche Wurzeln be- 
sitzt, so bilde man aus derselben jene m > a = ("F") 
Gleichungen in oben ausgeführter Weise. Eine unter ihnen 
wird aber sicher lauter verschiedene Wurzeln besitzen und 
mit Hilfe jener Darstellung der Wurzeln lösbar sein; mit 
ihr werden aber zu gleicher Zeit alle übrigen Gleichungen 
gelöst sein. y 
SE 
Angabe einer Darstellung in der Umgebung irgend eines 
Verzweigungspunktes mit Hilfe einer cofunctionalen 
Interpolation. 
a) Eine vierte Methode wird darin bestehen, dass eine 
ganz analoge Darstellung, wie die obige, direct für die Um- 
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gebung eines Verzweigungspunktes gebildet werde. Wir 
haben bis jetzt nur Öofunctionen von Potenzreihen, welche 
nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten, behandelt; indess 
sind aber die Fundamentalsätze, die als Grundlage zur Theorie 
der Cofunctionen genommen wurden, an jene Beschränkung 
durchaus nicht gebunden, sondern es gelten dieselben, wie 
wir bald sehen werden, auch für Reihen mit positiven und 
negativen ganzen Potenzen sowohl, als auch für Reihen mit 
gebrochenen Exponenten. Und diese völlige Unabhängigkeit 
- jener identisch@n Fundamentalsätze von der eigentlichen ander- 
weitigen Beschaffenheit sowohl der Coefficienten als auch zum 
Theil der Exponenten der Reihen, wofern die Reihen über- 
haupt convergent sind, lässt es, glaube ich, erwarten, dass 
diese Fundamentalsätze wirklich eine Grundlage zu einer 
Theorie zu bilden fähig sind; und dieses um so mehr, seit- 
dem in der neueren Zeit (insbesondere durch Weierstrass) 
die Potenzreihen bekanntlich als Grundlage zur Theorie der 
analytischen Functionen überhaupt aufgefasst worden sind. 
Diese Behauptung bewahrheitet sich nun deshalb zu aller- 
erst in Bezug auf algebraische Functionen, weil jene Funda- 
mentalsätze die symmetrischen Funetionen der Cofunctionen 
betreffen. Wel aber die Wurzeln algebraischer Functionen 
auch Potenzreihen mit negativen oder gebrochenen Exponen- 
ten sein können, so müssen wir zuerst nachweisen, dass die 
Gesetze der Cofunetionen auch auf diesem Gebiete ebenso wie 
bisher gelten, wenn wir sie als Ausgangspunkt nehmen sollen. 
Dieses soll.im Folgenden angebahnt werden. 

Was nun die Gültigkeit für Reihen mit negativen, aber 
ganzen Exponenten betrifft, so ist diese selbstverständlich, 
da der Ausgangspunkt für jene Gesetze der bekannte Satz 
war, dass die Summe gleich hoher Je Potenzen der nte" 
Einheitswurzelf, s;, nur zwei mögliche Werthe annehmen 
kann, entweder n oder Null, je nachdem Ak durch n -theilbar 
ist oder nicht. Weil aber dieser Satz auch für negative k 
besteht, so ist dann alles Weitere, welches nur eine Reihe 
von Folgerungen aus jenem Satze bildet, auch für Reihen 
mit negativen Exponenten in dem Gebiete, wo sie brauchbar 
sind, gültig. Wir wenden uns nun zu den Reihen mit ge- 
brochenen Exponenten und wollen nachweisen, dass dieselben 
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mit denen ganzer Exponenten cofunctional, wenn man so sagen 
darf, zusammenhängen. 

b) Wir wissen, wie man aus einer gegebenen Function . 
die n Cofunctionen n"! Classe bildet, aus diesen, wenn die- 
selben als Hauptfunctionen aufgefasst werden, von Neuem n, 
Cofunctionen mer Classe u. s. f., und wie die so successive 
mehrfach wiederholten Operationen durch ein directes Ver- 
fahren ersetzt werden können, was wir an anderer Stelle 
unter der Benennung ‚‚Subordinirte Cofunctionen“ behandelt 
haben. Die Umkehrung dieser Operationen wird diejenige 
Operation sein, mittelst welcher zu einer gegebenen Function 
f(x) diejenige Function dl aufgefunden werden soll, von 
welcher die gegebene f(x) eine Ge Partialfunetion nte Diet 
sei. In der Regel führen die umgekehrten Operationen auf 
gewisse Unbestimmtheiten einerseits und auf Erweiterungen 
der ursprünglichen Begriffe und Definitionen andrerseits. Auch 
hier ist dieses der Fall. Nur unterscheiden sich hier wesent- 
lich die eircumplexen und die Partialfunctionen von einander. 
Für die ersteren ist die Aufgabe sofort bestimmt. Um näm- 
lich tech zu finden, aus der eine gegebene br eircumplexe 
Function mier Classe frz) in ihrem ganzen Convergenz- 
gebiete eine Ae circumplexe Function n'er Classe werde, braucht 
man nur in der verlangten Bedingungsgleichung 


1) p (rix) = f(r} x) 
die (— Ate eircumplexe Function nie. Classe zu bilden, d. h. 


in beiden Seiten der Gleichung vie anstatt x zu setzen, 
und man bekommt die Lösung 


2) y(x) = a (em a =f OERA) =f Loi 2). $) 


Würde nun eine andere Function %,(x) ebenfalls eine Lösung 
der Aufgabe sein, so würde aus 


*) Ich habe an anderer Stelle den leicht zu führenden Beweis ge- 
geben, dass man in r’ den Classenindex n und den Ordinalindex k 
mit einer und derselben Zahl m zugleich multipliciren darf; es kann 
dann zus wiederum als die (m - hire Potenz einer primitiven Wurzel be- 
trachtet werden von 217 — 1=0, falls ei die Ae Potenz einer primi- 
tiven Wurzel von @"— 1 = 0 war. 
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il G gd e ID ei 
. folgen, dass innerhalb des Convergenzgebietes von f (x) 
h 
3) Y Li x) e gz, x) 


sei; und die Bedingung der absoluten Gültigkeit würde (für 
die absoluten Werthe von x) somit ausreichen, die Lösung 
der Aufgabe eindeutig zu bestimmen. 

c) Handelt es sich aber um die Auffindung derjenigen 
Function y(x), von der eine gegebene ie Partialfunetion 
n'e Classe, fn, ¿(%), eine Ze Partialfunction mte Classe werde, 
so ist dieses nicht so einfach, wie im obigen Falle. Schon 
in dem ganz speciellen Falle, wo zufällig fn, :(x) selbst eine 
solche Potenzreihe ist, deren Exponenteh die Congruenz 
€= j (mod. m) erfüllen, also wo n = m und i =j, d.h. 
wo die gegebene Function die Form 


4) fa, i (x) Ere fm,j (x) = j xi -+ Amtj mt + daa LAN +... 
hat, würde unserer Aufgabe jede Function 


5) ya) = Ait Ar th: 

genügen, in welcher nur diejenigen A, deren Indices mit 
denen von a in fm,; (x) übereinstimmen, den entsprechenden 
a gleich zu sein brauchen, also 

6) ant = App; 

alle übrigen A können aber vollkommen willkürlich bleiben, 
wenn sie nur so beschaffen sind, dass dr (Lei in demselben 
Gebiete wie fm,; Lë) convergirt. (Ja es ist sogar eigentlich 
nur nöthig, dass y (x) überhaupt in irgend einem Gebiete absolut 


convergent sei; dieses würde schon genügen, um d x anstatt 


h 


x zu setzen, die Function mit r” zu multipliciren und die 


Summe nach k = 0, 1,2, ..-, m — 1 zu nehmen; diese 
Summe würde dann mit f„,;(x) identisch seinm, sobald die 
Bedingungsgleichung (6) erfüllt ist.) Mit andern Worten: 
Die Bestimmung einer "en Partialfunetion mier Classe einer 
Function Y(x) lässt noch eine sehr weite Unbestimmtheit 
für die (m — 1) übrigen Partialfunctionen derselben mte” 
Classe in ¢ (x) zurück. 
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Eine nähere Bestimmung kann man für die Lösung die- 
ser Aufgabe dadurch herbeiführen, dass man verlangt, dass 
unter den Coefficienten jeder der übrigen Partialfunetionen 
ein Gesetz herrschen soll, welches mit dem Gesetze, das 
unter den Coefficienten der gegebenen en Partialfunction 
herrscht, in gewissem, gegebenem, Zusammenhange steht. 
Ein specieller Fall davon würde folgender sein. Gesetzt es 
bestehe unter beliebigen k + 1 aufeinander folgenden Coeffi- 
cienten 

Dann? Ap+H)mtj; Oistänht: "" "3 is tësch? 
das Gesetz, welches die Bedingungsgleichung 


1) KlApmti, Qptimtis ` " "a Upim) = 0 

für beliebige ganzzahlige p befriedigt, so soll verlangt wer- 
den, dass unter den Coefficienten der übrigen m — 1 Partial- 
funetionen dasselbe Gesetz stattfände, d. h. es soll die Glei- 
chung (7) auch befriedigt werden, wenn man j irgend einen 
ganzzahligen Werth zwischen O und m — 1 annehmen lässt. 
Würde nun 7) eine (-deutige Function sein, so würde man 
{ verschiedene Functionen % (x) finden, welche die Aufgabe 
lösen; wir wollen sie 1 partieuläre Totalfunctionen von fin, ; (%), 
die betreffende Operation Totalisiren, im Gegensatz zum Par- 
tialisiren, nennen. 

d) So lange nun die gegebene Function eben eine solche 
Partialfunetion schon ist, wie wir eben verlangen, dass sie 
aus d (x) werde, d.h. so lange n = m; i = j, wird die ge- 
suchte Totalfunction natürlich eine Reihe mit ganzen posi- 
tiven Exponenten sein, wenn die gegebene Partialfunetion 
eine solche ist. Anders kann es im allgemeinen Fall, wo 
n=m und = j ist, werden. Nehmen wir zunächst an, es 
sei n = 1; i=0; es ist also 
8) fd E tn tat tg + part: 
gegeben, für welche Funetion die Gleichung 7) durch a,, 
Qp+1; ***, Ap+r befriedigt wird, und es werde ihre jt* Total- 
function mte Classe, d. h. diejenige Function a (x) gesucht, 
deren j Partialfunetion mt Classe mit f(x) identisch ist 
und wobei k + 1 aufeinander folgende Coefficienten einer 
jeden der übrigen m — 1 Partialfunetionen von % (x) eben- 
falls y = 0 befriedigen. 


H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. è 8 
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Jedenfalls ist klar, dass keine Reihe mit ganzen Ex- 
ponenten unsere Aufgabe lösen kann, da die Substitution von 
r% æ anstatt x, die Multiplication mit 7" und Summirung 
nach h eine jte Partialfunetion mi" Classe liefern würde, in 
welcher sämmtliche Üoefficienten, deren Index nicht con- 
gruent ist j(mod. m), identisch Null sind, was der Voraus- 
setzung in (8) widerspricht. Es handelt sich also offenbar 
um eine Interpolation von je (m — 1) Gliedern mit ge- 
brochenen Exponenten zwischen je zwei aufeinander folgenden 
Gliedern der gegebenen Function f(x). Bezeichnen wir auch 
für diese neuen Glieder die Üoefficienten mit gleichen Buch- 
staben und mit Indices, welche den betreffenden Exponenten 
gleich sind, so erhalten wir für j= O die gesuchte Total- 


function in der Form 
1 2 


v()=m+taıa" +asa®r + --- 
m m 
m—1 m-+1 


Hamat” UEF ampe +, 
oder, kürzer bezeichnet, 
Ce q 
DE Qg wi 
0 m 
wobei alle a mit gebrochenen Indices so zu bestimmen sind, 
dass je k + 1 derselben 
Agmtj,» Dein: Qgt+m+j; ** "`: Got: 
welche ein constantes j = 0, 1, 2, ---, m — 1 besitzen, 
für beliebige q die Gleichung (7) befriedigen. 
1 


Setzt man für einen Augenblick z” = E: y Lë) sc ọ ($), 
so ist 


m—1 = 
A y 
> p (raé) = > Su" a Hga: 
0 0 m 


wobei s, die Summe der gier Potenzen sämmtlicher Wurzeln 
von g” — 1 = 0 bedeutet. Nun verschwinden aber sämmt- 
liche s, identisch, mit Ausnahme derjenigen, für welche 
og — 0 (mod. m), in welch letzterem Falle są =m wird; folg- 
lich hat man 
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m—1 © E 
h p (rn £) = m> Apm BEI = m © Ap EP; 
0 v m U 
es ist also wirklich 
Mtm ot) = mf 2); 
wie verlangt war. Diese Function d (x), deren’ nullte Par- 
tialfunction mte Classe nun f(x) = 29 axı ist, besitzt ` 
0 
natürlich noch m — 1 Partialfunctionen derselben Classe, 
welche die Form haben 


œ 


Pm, A (£) = P Apmtj, © ai EA a T a, S A 
0 m 
also alle gebrochene Exponenten besitzen. 

Eine ausführliche Behandlung dieser vierten Methode, 
welChe zugleich den Zusammenhang zwischen den verschie- 
.denen Darstellungen, welche den verschiedenen Verzweigungs- 
puncten entsprechen, liefern soll, wird in den weiteren Ab- 
schnitten folgen. 


Ek 
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Viertes Capitel. 


Durchgeführte Beispiele an den Gleichungen 
der ersten fünf Grade mit constanten Coefficienten. 


S 12. 
Gleichungen ersten und zweiten Grades. 
a) Ist n = 1, also die gegebene Gleichung 
2+ Po (2) eg 0, a 
wobei pọ (£) = «2% + £? + x? +.» -»- ist, so drückt die 
aus der obigen Theorie für n = 1 entspringende Thatsache 
der eindeutigen Bestimmung der Üoefficienten von 
f (2) ët s Har H aH. 

durch die von ø (x) nichts Anderes aus, als das bekannte 
Gesetz, dass in einem und demselben Convergenzgebiete nicht 
zwei Potenzreihen für unendlich viele Werthe von æ dieselben 
Werthe von z annehmen können, wenn nicht alle Coefficienten 
gleich hoher Potenzen von x in beiden respective gleich sind. 

b) Sei nun n = 2, also die gegebene algebraische Function 
zweiten Grades nach 2 

CS F(z, £) = # + g, (2) 2 + Po (2) = 0, 
wobei in 

Po (2) = as o + E aia CATE SE PETE iia ARA 
pı (8) = 2 lee H 8p P F Aa tH Hat] 

die Coefficienten « als gegebene Constanten so vorausgesetzt 
sind, dass sie entweder von einem gewissen Werthe von q = 0 


ab alle weitern Null sind, so dass p, (x) und ge (x) ganze 
rationale Functionen sind, oder, wenn sie unendliche Reihen 
sind, so sollen sie in einem gemeinschaftlichen Gebiete con- 
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vergiren. Nach der obigen Theorie ergeben sich zwei 
Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten o in 
f) = u+ ast aH e, 

so dass in der Umgebung von æ = für jeden Werth von x 
die zwei Wurzeln der gegebenen Gleichung f(x) und f (— x) 
sein sollen. Nehmen wir an, dass wir es hier nicht mit 
der Reducente, sondern mit der vollständigen Gleichung zu 
thun haben, wo also gy (x) und somit auch p, nicht identisch 
Null ist, so hat man: 


A — Po (2) = fa (a)? — fun ŒF — Po Li 


= (a, = e, al F (2 ao @, — o, — Qo, 2) 2? A 

+ 20,0, — 2, +% — gud 2t + 

+ 2, — Zou ge L Zog, 0 — Bal 2° + 

+ (apay — 20,0; L 20,9, — 20,9; +a, — apg) 28 
und zugleich 
UI 0 = 2p + p (2) = 2f, (8) + p) 


= 2 [(a + a, o) + (a, + a, 2) 2 + (a, + a, 4) 2t 
+ (as + č, 6) zê -+ -F (ag F r) HL 


welche für unendlich viele Werthe von x erfüllt werden 
sollen , so dass jeder Coefficient für sich allein verschwinden 
muss. Aus der letzten Gleichung bestimmen sich alle o mit 
geraden Indices direct, nämlich: 


(0) Q= 


Qg = — 01,2: 

[Ebenso wie sich im allgemeinen Falle diejenigen a, deren Indices 
congruent sind Null nach dem Modul n, direct bestimmen, 
nämlich ang = (— 1) !d&n—t, n] Was nun die a betrifft, 
deren Indices congruent sind Eins (mod. 2), so folgt aus 
der Gleichung (0) 

be Gamm? 2, — a — to, =0; 20,0, —2a, Ou ën 4 =0; 

20,45 — 2a,a, + 20,0, — a, — E 


D b 2 
2 ayas — 29,4, + 20,9 — 24, + a, — gas 0; etc. 
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Daraus folgt: 


2 
eat 201,0 A Bai 
2a, ? 


2 2g SEE, Fr 
a, = 50, 12 — Doan 4, = 


2 
2 m — 
20,00 F201 24 Ta 


d. = 
5 2a, H 
2 

20,0%,8 F 20, 2&1 6 ta %87 2 Ag Ag 7 

E Ee a rte 
1 
2 

EA Zog, 10 F 201,201,8 F 201,41, 6 — Xo, 10 — 243 Aq — Oe 
n E a, N. 


24, e 
etc. und allgemein 


1 
ati = Sa, [2 (@1,0 gaan F 01,2 Q2 + °*° 


1 R 
+ @1,22 (2) 0, sent (E ( ; + ) Ta e 1,941 — 00, 29+ 
— 2 (asanı a5 H Agn (1) p1 Gas (H) F 


(E ES Ce SC gon 


worin nur solche a vorkommen, welche aus niedrigern Werthen 
von q bereits bestimmt werden. Es ist nicht schwer, diese 
Werthe wirklich successive einzusetzen und eine independente 
Formel aufzustellen; indess wird diese Recursionsformel durch 
ihre Uebersichtlichkeit einen Vorzug haben *). 

Somit ist jeder Coefficient a mit ungeradem Index 
durch die vorhergehenden a mit kleinern Indices eindeutig 
bestimmt, mit einziger Ausnahme von a, zu dessen Be- 
stimmung eine binomische quadratische Gleichung 


*) Es ist vielleicht der Erwähnung nicht unwerth, dass die Schreib- 
weise mit Hilfe der Factoren [z + = SS respective E 2)- a 


welche (vgl. Einleitung am Schlusse von $ 1) so eingerichtet sind, dass 
wenn 

q eine gerade Zahl ist, der erste Null und der zweite 4 und wenn 
We ENEE, „Eh. 4 Pe „ Null wird, sich in 
vielen Fällen nicht bloss zur Abkürzung der Ausdrücke (hätten wir 
doch hier z. B. vier verschiedene Fälle sonst unterscheiden müssen) 
empfiehlt, sondern auch in der Zahlentheorie vortheilhaft sein kann. 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 12. 119 
gl = 201,0 &1, 2 — &o,2 


vorhanden ist; während die o mit geraden Indices direct 
durch die entsprechenden «œ alle eindeutig gegeben sind. 
(Die einzige scheinbare Zweideutigkeit, welche aus (0) sich 
für a, in der Form a,’ — «f ọ = 0 noch bestehen könnte, ist 
durch die für dieselbe Grösse aus (1) sich ergebende simul- 
tane Gleichung a, + &ı, o = O beseitigt; was bei a, nicht 
der Fall ist.) | 
c) In dem speciellen Falle der Reducente ist 


9, (%) PN =0, 


d. h. alle Coefficienten a mit geraden Indices sind Null , und 
man hat: 


(0) 0 = p? + p(x) = (od +) + (20, ag + ao, 4) xt + 
+ (2a, a; Haz’ + ao, 6) 2° + (2a, a; +2 asa; + aos) z3 + 
+ Êa a+ Zog +a? + ao 10) 2" H -os 


woraus die Bestimmungsgleichungen die einfachere Form 


2 
RR ao a F42 o6 | 
7. Pe, (2a,)? I 


a? = — 0253; y = — 


3 2 
«o,a t 20,9 &0,4 o6 t Boa 2 Go, $ 


KEG Gol 


etc. annehmen, was genau mit dem übereinstimmt, was man 
aus der Formel (2) im ersten Capitel $ 5 dieses Abschnittes 
erhält, wenn man dann ap = — Out, n=2,i—=2 und 


m =; setzt, und unser f(x) verwandelt sich in ert, 


. welches als erste Partialfunetion zweiter Classe für (+ x) 
und (— x) immer gleiche und entgegengesetzte Werthe an- 
nimmt, wie aus (2) für diesen Fall zu ersehen ist. Unsere 
Hauptfunction (welche für diesen Fall lediglich aus der 
ersten Partialfunction besteht) hat also die Eigenschaft, dass 
ihre beiden circumplexen Funetionen zweiter Classe für keinen 
Werth von x, welcher grösser als Null ist, gleiche Werthe 
haben, so dass diese Darstellung diesmal für die ganze 
Ebene gilt. 
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Hat man also eine Gleichung zweiten Grades, in wel- 
cher nach Reduction auf die Form 


| SÉ HUE 

d (EI so beschaffen ist, dass es möglich wird die unendlich 
vielen Constanten «œ derart einzurichten, dass für gewisse 
Werthe von x innerhalb eines Gebietes ø (x) = Y (8) wird, 
so braucht man nur jene Werthe von « in f(x) einzusetzen 
und f(x) und f(— x) liefern dann die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung. 

Hat man z. B. eine Gleichung zweiten Grades mit con- 
stanten Coefficienten, welche nach Reduction die Form 
y? + AA =0 hat und will man bewirken, dass unsere f (æ) 
und f(— x) beide Wurzeln dieser Gleichung liefern sollen, 
so ist es genug in geil sämmtliche e mit Ausnahme von 
&o,a identisch Null zu setzen, und dann wird man nur noch 
dafür zu sorgen haben, dass ou 377 = A, werde, wobei x, 
nur innerhalb des Gebietes zu liegen braucht, in welchem ausser 
dem Nullpuncte keine gleichen Wurzeln von 2° -+ p(x) = 0 
liegen, also in unserm Falle vollkommen willkürlich ist. In 


fa = Ou zm (— gu dn erhält man in der That 


f@-(- äs, 
f(x) und f(—%) 


liefern wirklich beide Wurzeln. 
d) Eine andere Speecialisirung der ads von 


2? + g (0)2+ 9, (2) = 0 


wird folgende sein. Man treffe nämlich die Bestimmung, 
dass 9, (2) und p(x) ganze rationale Functionen werden, 
d. h. dass alle œ, deren Indices eine gewisse Zahl über- 
schreiten, identisch Null seien; nehmen wir der Einfachheit 
wegen an, es seien schon alle Coefficienten von x?2 Null für 
q œ 1; d. h. 9,(x) und gr) seien ganze Functionen zwei- 
ten Grades. Man wird dann die einfacheren Werthe 
M 


und 


Dem Se ser EC Ou = — (2; d = Ges: zs U 
und 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VII. Capitel IV. $ 12. 121 


2 4 
€ ZB er : ege LE ENZ ELR 
am a0 L ET aa; AT Tu 3 
6 8 10 
ER Se CS ea T ETAL OET) 
Ve eg ap? Ag TEL, a ? au ap ? 
12 14 —1 
d - 3.7 &%,9 j 3.11 Dis E N ak a 
13 210 q ? 15 gar N Led P ap? 


Was den von e unabhängigen Zahlencoefficienten N, 
betrifft, so lässt sich derselbe leicht bestimmen, indem man 
«o = — 1; Goss Q; 42a = — 1 setzt, so dass einfach 
a, = Np wird, während die gegebene Gleichung die Form 
2? — 22?2 — x? = l) annimmt. Dieses ist aber ein specieller 
Fall von dem Beispiele der inversen Functionen im zweiten 
Capitel dieses Abschnittes, wo wir für 


y” — m auy Ei}: mn = 0 


e p—2 


a Hl (p — Am) 
die Reihe y = r ap z’; ap = —- SH ; p>2 und 
0 
ou = @, = 1 gehabt haben, und somit ist in unserm Falle 
für m = 2 
p—2 
Ho-» 
N, = SE EE 


welcher folgende Eigenschaften besitzt. 

1) Für gerade p = 2g ist Nə, = O (im allgemeinen Fall 
für p = 0 (mod. m)). 

2) Für p=2q +1 (im allgemeinen Fall für p=i (mod. m)) 
hat N, einen von Null verschiedenen reellen und rationalen 
Werth; in unserm Falle m = 2, kommt Nau mit immer 
abwechselnden Vorzeichen vor, und zwar ist das Vorzeichen 
positiv, wenn g ungerade, und negativ, wenn d gerade ist, 

2g—1 


wie aus der Bildungsweise des Products H EIERE CAN 
0 


ersichtlich ist, in welchem der erste negative Factor für 
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A = q + 1 auftritt, von wo ab alle weiteren Factoren für 
2 =q+ 2; 4=q +3, ---, bs A=29—1 negativ bleiben; 
so dass im Ganzen immer 2q — 1 — q = q — 1 negative 
Factoren vorhanden sind. 

3) Im absoluten Betrage ist Nəọ4}ı ein echter Bruch, 
welcher zwar mit wachsendem q abnimmt, jedoch nimmt der- 
selbe immer langsamer und langsamer ab. 

4) Der Quotient zweier aufeinander folgender Zahlen- 
coefficienten ist immer negativ. 


N, pa 


wird für p > 1 ein echter Bruch, welcher mit wachsendem p 
allerdings immer wächst; indess aber für 
HS 
die Grenze Eins im absoluten Betrag nicht überschreitet, 
also 
NN 
Lim. (y+)=— 1. 
rag Gi 


Für unsere Reihe f(x) ist also 


x? 2 2 
EE ER EE 
2 N Ch N 20, oč 9 — Q ? 
Ay_2 FAR a pr °%1,0%,2 7 %,2 
: . e Mod. a,? 
so dass sie convergirt für Mod. =? < +, 
Pia 
e : D Mod. o? 
und divergirt für Mod. ei > ——: 
Tr 
e Ou > . ; 5 
Für x? = + ~- nimmt die Reihe die Form an 
KR AS 


fi mat A A SE? 
01,2 r 


so dass die Reihe für z? = + Mie convergirt, dagegen diver- 


019 


girt dieselbe für z? = — ar weil der aus reellen Grössen 
01,8 
bestehende Klammerinhalt bei abwechselndem Vorzeichen der 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VII. Capitel IV. $ 12, 123 


Glieder convergirt und bei gleichem Vorzeichen divergirt. 
Wir wollen das Resultat auf gewöhnlichem Wege verifieiren. 

e) Für unsern speciellen Fall konnte man die ursprüng- 
liche Gleichung in der Form 


(2 4 0,0) + 20,202 -+ 00,2%? = () 
oder auch 


Lë BD 64,0)" + 201,20? (2 -+- Gol — GC = U 
schreiben. Bildet man die partielle Ableitung nach z (oder 
nach z + eo, so erhält man, wenn man dieselbe gleich Null 


setzt: 


= = Ste + wo) + 222] = 0. 


Die letzten beiden Gleichungen werden zugleich befrie- 
digt entweder für das Werthsystem g? = 0; (z + «,0)? = 0, 
oder für das Werthsystem 


2 o 2 a° 
ee E engt, Ee 
vw 1,2 


Der Punct <= 0 hindert nicht, weil für ihn, in Ver- 


bindung mit z Louis 0, auch z verschwindet; dagegen 


i S z a 
verschwindet für diese Werthe weder e? noch R 3 R 
2 Oo 
Die Puncte z? = — S, oder s =+ y> 1, für 
23 1,2 


welche die Reihe, wie wir oben gesehen haben, divergirt, ist 
also ein Verzweigungspunct, für welchen die Reihe (nach 
ganzen Potenzen fortschreitend) in der That die Wurzel nicht 
repräsentiren kann. 

f) Anwendung der zweiten Methode. Hat man nun eine 
Gleichung zweiten Grades mit constanten Coefficienten 


und will man die Wurzeln derselben durch unsere Reihe dar- 
stellen, so ist es nothwendig, aber auch hinreichend, die 


Grössen &,0, ua und &o, so zu bestimmen, dass für einen 
Werth von z = &,, der nur so gewählt ist, dass sein Modul 


. D a . . D 
kleiner ist, als der von ~=, sonst aber ganz beliebig sein 
1,2 


3 


www.rcin.org.pl 


124 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 12. 


kann, die linearen Bedingungsgleichungen in Bezug auf die 
œ (mit Ausnahme von &ıo, welche auch im Quadrate vor- 
kommt), nämlich 
9) = Au 
Po (21) = As, 
also 8 
201.0 + 22° (42 = A, 


e + 2 . 0,2 == As; 
befriedigt werden; und es sind noch immerhin zwei Glei- 
chungen für drei Grössen, so dass man noch speciell œı,o = 0 
(diese Wahl entspricht der Verlegung des Anfangspunctes 


der z-Ebene nach dem Nullpuncte) annehmen kann und be- 
kommt so 


Setzt man diese Werthe ein, so erhält man 


ES A 
gu = 0; q = SE A a Ers? EE 
und 
(4A Dei 
gout = E aan — a 


(— 4) °? et 


Wir bemerken dabei zunächst, dass x, hier im Nenner von 
a, zur Hier Potenz vorkommt, so dass, wenn man in der 
Reihe für x den Werth æ, einsetzt, sich dieser willkürlich 
gewählte Werth x, weghebt, und die Reihe lautet dann 


Gë GI 
V-A+44 + e Narpa Gel 
d A)? 


ha)=+ 


Der Quotient zweier auf einander folgender Glieder dieser 
Reihe ist 


so dass die Reihe (nach dem Obigen) convergirt für 
Mod 4? < Mod. (— 44,), 


wie es auch kommen musste. 
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(Die Reihe selbst ist übrigens convergent für 
Mod. A,?x° < Mod. (— 44,2,?), 


die gegebene Gleichung wird aber nur für æ = x, befriedigt, 
weil wir die Coefficienten so gewählt haben.) 

Es scheint hier eine Beschränkung unserer Lösung vor- 
zuliegen, wonach sie nur für den Fall, wenn die Discriminante 
der gegebenen Gleichung negativ ist, Gültigkeit hat; indess 
liegt dieses nur daran, dass wir eine der willkürlichen Con- 
stanten zu viel vernachlässigt haben, indem wir eu = 0 
gesetzt haben. Lässt man «o vorläufig noch unbestimmt, 


so wird 49 = ees y “o3 = ~ Tr , also 
F 1 


2 
Ge Ao 
2° 


a,” = 201,001,2 — a = — 
Das allgemeine Glied der Reihe hat die Form 


(A, — Ze ai H) 
2qn—1 H 
2° [— (aio — troA t A)] ? ar 


gau 1 — Noppa 


und ihre Convergenzbedingung für x = x, wird dann 
Mod. (A, — Zei Mod. [— 4 (æo (%1,0 — AD) — 44l, 


und weil eo eine willkürliche Grösse ist, so kann man über 
dieselbe so verfügen, dass die letzte Bedingungsgleiehung 
auch dann befriedigt wird, wenn Mod. (A,?) > Mod. (— 4 .A,). 
Wir werden die dazu nöthige Rechnung bei der Anwendung 
der dritten Methode, wo sie leichter wird, wirklich durch- 
führen. 

g) Anwendung der dritten Methode. Es sei eine zweite 
Gleichung gegeben 


F (2,8) = 2° + 91,1(2)2 + 90,1(2) = 0 
und es werde diesmal verlangt eine Potenzreihe, welche in 
dem gemeinschaftlichen Convergenzgebiete von 9ı,1(2) und 
gut Lt) giltig ist, nämlich 

kb + bs + bat? + bys? +. 


so zu bestimmen, dass für jeden in einem gewissen Gebiete 
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liegenden Werth æ die mit (+ 1) resp. (— 1) multiplieirten 
circumplexen Functionen, nämlich: 


Lal und — f,(— 2) 
beide Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen sollen. 
Man sieht leicht, dass hier das absolute Glied, überein- 
stimmend mit unserer Theorie, lauten würde: 


Pı Po 


Po Pı FIN bo? Ris (2b, bo 7 dt 


— (2b,b, — 2b,b, + b,?)x* 
— (2b,b, — 2b,b, + 2b,b, — b,?)x° 
— (2b,b,—2b,b.+2b,b,—2b,b,+b,?)x°--, 
also, wie oben, eine nullte Partialfunetion zweiter Classe, 
während dagegen der Coefficient von z 
9.@)=— 2 [bix + byt? + bsa +], 
also eine erste Partialfunction (nicht etwa eine nullte wie 
oben) zweiter Classe sein muss, wobei, wie in unserer all- 
gemeinen Theorie behauptet wurde, die Coeffieienten von x? 
in oui) die mit (— 1) multiplieirten ersten Ableitungen 
nach b, von den Coeffieienten von £y in gaz Lt) sind. 
Denkt man sich nun die Functionen ga: (£), gn. (X) in 
der Form 
gutt) = — [Bo,o + Bo? + Bar! +-+], 
91,18) = — 2 [B18 + Bai Lengt: 
gegeben, so sind die b mit ungeraden Indices [= 1 (mod. 2); 
entsprechend im allgemeinen Falle = 1 (mod. ail sofort aus 


Po,ı LÉI = 


der identischen Gleichung 
0 = gun + 2f (0) 


= 2[(ß,ı — bi) £ + (Br — ba) 23 + (Bis — b) +), 
in welcher die einzelnen Coefficienten verschwinden sollen, 
alle eindeutig bestimmt. Für die b mit geraden Indices be- 
steht aber die ebenfalls identische Gleichung 


0= po, (£) +h erh (x)? = (ba?— Baal + (2 baba —b,?’— bo, 2) 2? 


+ (2b,b, — 2b; bg Hb? — bBo, at 
+ (25,6, — 2b, b, +2b,b, — b? Dn el 264+, 
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woraus sich ergiebt: 


2 
b? = bo, 0; b, = EN ; 
er 4ßo,0(2Pı, ıßı,s + Bo,a) = (Én + Bo, a 
EE 23 b 
SARE Bet 2B 1b1,5 + Pi s — 2bebi 
Cari 2b, H 
b 2B1,1b1,7 + 2B1,3b1,5 — 2b2bs — b? 
KSE 2b, = ea 


Betrachten wir nun den speciellen Fall, wo die Coef- 

ficienten ga) und gut den zweiten Grad nicht über- 
schreiten, nämlich: 
90,1 (2)= — Bo,o— Bo,2 2°, während für q> E; bi ag = 0; 
pı, ı (£) =— 2 ßı, x b 2) D q21; bi, 29410, 
dann sind alle b mit ungeraden Indices mit Ausnahme von 
b, = ßı,ı identisch Null, während für die b mit geraden In- 
dices das Gesetz besteht: 


Ge? => Dao b, virt Gë Mi, GH fo, 2 H b, TE s - ` x d. 
"EE, (63,1 + Bon). REH 5 + bal. 
B =T g LA RE gE by? 
und allgemein 
201 
2(g—4)-+1) 
le) een 
TE HZH 


Setzt man zur Abkürzung VB, ‚+ Bo; a= D, so kann man 
die gesuchte Potenzreihe für unseren speciellen Fall auch so 
schreiben : 


1 D ` , D 
z E ZE DT E ad RER ARE 2 
fi (æ) = Boo +H 5 TA ER a. hä 4 Ch, eg La Ze 
1-3-5 Ën ae 
E AE 


und sie ist für Mod. æ? < Mod. Fr convergent. 
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Ist nun eine Gleichung mit constanten Coefficienten 
ei Bei Be 
gegeben und verlangt man, dass die obige Reihe durch f, (e? 


und — f,(— x) die Wurzeln repräsentire, so braucht man nur 
für einen beliebigen Werth <= x, die Erfüllung von 


90,1(&) = — Dua — Po,2X,” = Bo, 
gu Ltd —  ZÉuiëp =B; 
auf irgend eine Weise zu bewirken. Setzt man z. B. 
B 
Boo = — Bi Bass DU und Bu=- gz? 
1 
so wird 
À — BT ai? 
bog éi = Nz, ( SH = 3 


(—B,) P Ge 
und die Convergenzbedingung für x — x, ist dann 
Mod. B,? < Mod. (— 4B,), 


also wiederum das Kriterium der Diseriminante der gegebenen 
Gleichung. Um diese Bedingung zu beseitigen, d h. um die 
Lösung für Mod. B, > Mod. (— 4 B,) giltig zu machen, lasse 
man vorläufig o, (welches wir vorhin Null sein liessen) noch 
unbestimmt, so dass 


Bo, = — (B + Bo,2%1?); 


das allgemeine Glied der Reihe wird dann 


; (B+ 4o 521)? 2°? 
bzga?! Na, — DEn Toon EE 


21(— B — Du ap" 2 Cp 


Das Kriterium der Gültigkeit wird 
Mod. (Bj?-+4ßo,.2,?)e? < Mod. (— 4B, --4 po, 22,2), 
und fürs = z 
(w) Mod. (B+ 4bo0,22,°) < Mod. (— 4B, — 4 ßo,221?). 
Sei nun B? = 4, +u, V— 1; — 4B, =, +WYV—1 und 
— bo,2£ =E -+ yy — 1 und zugleich Mod. B,? > Mod. (—4B,) 


d. h. 4? + u? = Avi + u + M? und wir wollen zeigen, 
dass auch für diesen Fall die Ungleichung (w) durch zweck- 
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mässige Wahl von Gs, d. h. von & und y bewirkt werden 
kann. In der That verlangt die Ungleichung (w), dass 


(Gu —- EI + M’<A+HN+Wmtm; 
oder 
2? + m? — 24E — Pun < Art u EE GET 
d h. mit Berücksichtigung von A2 + u? = A, + u? + M? 


M’<2(, + 1) + 2 (u End, 
und es kann keinem Zweifel unterliegen, dass diese Bedingung 
in der willkürlichsten Weise befriedigt werden kann. 

h) Um noch die Uebereinstimmung dieser Lösung mit 
der gewöhnlichen, mit Hilfe von Radicalen, welche bei den 
ersten vier Graden noch möglich ist, einzusehen, dividire 
man die obige Reihe durch b, und schreibe dieselbe in der 
Form > 

f Gi 1 Gei? 1 3 
Be ae Be er 


dann ersieht man sofort, dass man auf Grund des bekannten 
Satzes, dass, so lange Mod. £ Z 1 ist, die Formel 


Ce ES L E ı ER SC 
A E Eh Fer 


gilt, für die obige Reihe auch setzen kann: 


US lernen, 
oder auch EIER | 
fı(@) = Bi% + V Bo,o + (B? , + Bo) 2°. 


Was man bei der Lösung durch Radicale (wo sie möglich ist) 
dadurch erreicht, dass man den Radicalgrössen die Vorzeichen 
+ und — ertheilt, erreicht man nach der obigen Anschauung 
dadurch, dass man für das Wurzelzeichen den absoluten Be- 
trag setzt, dagegen für die eine Wurzel f, (£) und für die 
zweite — f(— x) nimmt. 

Fasst man das oben Durchgeführte zusammen, so findet 
man folgenden Satz bestätigt: 

Sollen die eircumplexen Functionen von f(x) die Wur- 


zeln einer Gleichung zweiten Grades für ein gewisses Gebiet 
H. ScHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 9 
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der «-Ebene darstellen, so muss das von z unabhängige Glied 
der gegebenen Gleichung jedenfalls eine gerade Function von 
x sein, wenn f(x) nur ganzzahlige Exponenten besitzt. 

Ist dann der Coefficient von z ebenfalls eine gerade Func- 
tion von x, so stellen f(x); f(— x) die beiden Wurzeln dar, 
wenn noch die Bedingung erfüllt ist, dass das von æ unab- 
hängige Glied in dem Üoeffieienten von z die Ableitung von 
dem absoluten Gliede des Coefficienten von 2°. 

Ist dagegen der Coefficient von z eine ungerade Func- 
tion von æ, so stellen f(x); — f(— x) die Wurzeln dar; 
wobei das absolute Glied in dem Coefficienten von 2° beliebig 
sein kann. 


& 18. 
Drei Lösungen der Gleichung dritten Grades. 
A. Die nullte cyklische Gleichung. 
a) Es sei die Gleichung Aen Grades 
2 + 93,0 (8 — 90)2° + P1,0 (8 — 9)2 + 90,02 — 99) = 0 

gegeben, deren Üoefficienten, der Einfachheit wegen, ganze 

rationale Functionen von g, deren Grad die Zahl 3 nicht über- 

schreitet*), sein mögen, nämlich: 


zi Im allgemeinen Falle, wo noch die oe Potenzreihen sind, 

hat man 
aus (0) Oe (oi +0,0) + (30,43 — 3 doa ge + a? -+ 0,3) (& — Jo)” + 

J5 E Ag; — Ao Qy Ay F (a? — aoo) a4 + 

3 

+ 4,03? — A1 zag + e ) Se on (£ — 9) + 

+ [3 (a Ay — Ou ias + (a? — ao) a; + 

+ (24,43 — A445) As + (Q? — 1 ag — o 44) a5 + 

ag? ; 

Land +) + | + 
aus (1) 0= 3 (a, Gë oao) + 3 [20,03 — 4,4 — &r 3] (® — 9)? + 

+ 3[20,0, — gut — Agaa F a? — 04,5] (® — g) + 

+ 3[2 ao ao — Ay Ag — 430,4 245, Out — Q19] (X — 9) E 
aus (2) 0= 3 (ao Lol + 3 (a3 + 893) (£ — go)? + 

+3 (as + 8,5) (2 — + 3 (as F 85) (8 — g + =: 


Alle Hauptschlüsse bestehen auch in diesem allgemeinen Falle; 
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Poo (8 — Jo) = Got “se — 9)’, 
Pio (£ — 9) = Aen F 361,38 — 9), 
92,0(% — Jo) = Aën + 3 @2,3(£ — 9)”; 


so dass wir nach der obigen Theorie berechtigt sind, eine 
Potenzreihe TL — gọ) von der Beschaffenheit zu suchen, dass 
ihre drei circumplexen Functionen dritter Classe in der Um- 
gebung von % = g für jeden Werth von y die drei Wur- 
zeln der Gleichung repräsentiren. Zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten a von f(x — 9,) haben wir dann die drei identischen 
Gleichungen: 


Dy °P Pı 
(0) Di Po Pr | + 9,062 — 9) = 0, 
Da Pı Do 
Po H 
(1) J EL | MR — 9) = 0, 
Pı Po 
(2) 39% + px. — 9) = 0. 
Aus (2) ergeben sich sofort alle a, deren Indices durch 
3 theilbar sind, nämlich asp = — Ga. zu und somit existiren 


in unserem Falle, wo alle œp = 0 für p> 1, in der ge- 
suchten EE f(£ — 9o) überhaupt nur zwei Glieder, 
deren Exponenten = 0 (mod. 3), nämlich a, + a, (= — AN 
und zwar sind ihre Coefficienten 


Ferner hat man aus den Coefficienten von (= — Io)’, 
welche für sich verschwinden müssen, 


nur sind die Ausdrücke für die berechneten Coefficienten complicirter; 
und unser specieller Fall ist aus dem allgemeinen direct dadurch zu 
erhalten, dass man die e mit höheren Indices gleich Null setzt. Es 
sind natürlich auch andere Speecialisirungen möglich und wir wollen 
in der That an anderer Stelle andere Voraussetzungen über diese 
Potenzreihken œ machen, um dadurch in ganz analoger Weise die 
Lösung allgemeiner algebraischer Functionen zu erwirken. 


oO 
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respective (1) 3a, = Dog — 301,5 


und in (0) oi — Zë ga = — Ae da — %,3, 


woraus sich sofort, übereinstimmend mit der obigen Theorie, 
ergiebt: für a, die binomische Gleichung Zen Grades 


. 2 
04° = — 30, 002,3 + 300,0 01,3 — Dog 
und dann für a, die lineare Gleichung 


ker Kl eer, 


do = 
2 a, 


Ebenso liefern die Coefficienten von (= — 9,)° in (1) 
und (0) zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von a, 
und a,, woraus man erhält: 


Le 
8.0? 


ie Aale 1 af, BEE. Ay? 
usa —— — BT Den +- 
Ferner erhält man aus den Coefficienten von (æ — g)? 
eine lineare Bestimmung von a, und a,, nämlich: 


I Bd CS Kä 3 5 Gd 47,098 
Lan EECH 9 "3 o S 2 ei 9 a5? 
5 a 10 a 7 Ay? 5. o 
3 Ge 2 Ga 2 2 
Oe Ee hl’ — + ———d — == 
8 FE, a, 9758 EN 3:78 ou T 9 a, H 


ete. Wir gehen hier auf die nähere Erörterung des Gesetzes, 
nach welchem die Glieder sich hier entwickeln, nicht ein, 
da man, wie wir bald sehen werden, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen, einen speciellern Fall annehmen kann, 
für welchen diese Formel bedeutend einfacher wird. Man 
bemerkt zunächst, dass in jedem der Coeffieienten alle Sum- 
manden bis auf den einen letzten mit dem Factor a, behaftet 


sind, während der letzte Summand, welcher für a,, bis auf 
p—1 

den Zahlencoefficienten N,, die Form Lu hat und somit 
e, 


nach der obigen Theorie den Factor a, auch niemals haben 
kann, (wenn das Gewicht des Gliedes p sein soll), wofern 
p durch 3 nicht theilbar ist. 
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b) Setzen wir nun «z, = 0, so dass fs,o(% — 9,) constant: 


1 
A Aueh! gail — 9) = — %,0 


wird, so leidet die Allgemeinheit dabei deshalb nicht, da 
jede gegebene Gleichung durch eine lineare Substitution 
(z + 8) anstatt z bekanntlich auf eine Form gebracht werden 
kann, in welcher der Coefficient von on") einen gegebenen 
Werth annimmt. Bei dieser Annahme 


vereinfacht sich aber unsere Function bedeutend, indem dann 
jeder Coefficient, dessen Index grösser als Fins ist, aus einem 
einzigen Gliede besteht. Man hat nämlich: 


& 

1,8. 

y = — Dä 44? = dal, — Mm M = — a? 
Ss, 170,8 2 1 oe ji 4 gef A 5 gei 
dE 3 a? 5 3 aß? le 97:5. H 9.a,5 
TT 0 104 as!" 
IRRE. de ur ehe 
10 81 a? H 11 81 EW 3 


An diesen Üoefficienten bemerkt man sofort ein bestän- 
diges Gesetz; es ist nämlich: 
ad! 

De FEN ES 

wobei N, ein gewisser Zahlencoefficient ist, dessen Bildungs- 
gesetz analog, wie bei der Gleichung zweiten Grades aus der 
Formel für y, welches der Gleichung y” — mg”y — g” = 0 
(im zweiten Capitel dieses Abschnittes) nämlich für p > 3 


p222. 
pl e-s» 
PELA 


Ny Cam 
leicht bestimmt werden kann, während die Nothwendigkeit 
p—i 
der Form e sich in folgender Weise direct ergiebt. Wie 
a 


wir gesehen haben, lassen sich alle Coefficienten gruppen- 
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weise als ganze rationale Functionen von den Coefficienten 
mit kleinern Indices ausdrücken, so dass, wenn man sich in 
a, die Werthe rückwärts eingesetzt denkt, so muss a, als 
rationale Function der Grössen der ersten Gruppe ag, Ou: d: 
erscheinen, etwa in der Form 


D my 


k 
er 
= M,a,.a, a, , 


wobei M eine Zahl und %;, I, m, positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten, die die Bedingungen 


k+h+ m =l, 
la 2m = p; (p = einer positiven ganzen Zahl) 


erfüllen müssen. 

Dass aber a, in unserem Falle in den weitern Coefficien- 
ten nicht vorkommen kann, erhellt aus folgender Ueberlegung. 
Da jetzt pọ = a, ist, so werden alle Coefficienten von x2, 
sofern g > 0 ist, in der ausgerechneten Gleichung (1), wo a, 
lediglich als Summand, also nur in dem Üoefficienten von 
x’ vorkommt, von a, unabhängig sein. In der ausgerech- 
neten Gleichung (0) kommt allerdings a, in allen höheren 
Coefficienten wohl vor; indess stammt dieses lediglich aus 
dem Summanden 39, Pı Pa (von den andern drei Summanden 
Po Pr’ Pa’, die überhaupt in unserer cyklosymmetrischen 
Determinante bekanntlich noch vorkommen können, sind die 
zwei letztern von a, unabhängig, und der erstere p? = >’ 
liefert keinen Beitrag zum Bau eines ÜCoefficienten von #2, 
wenn q > 0 ist). Es ist aber jetzt ` 


3PoPıPa = 3 ao (Pı P2), 

und da nach (1) jeder Coefficient von z9, (sofern q > 3 ist), 
welcher aus 9, p, entspringt, identisch verschwindet, so ist 
in unserem Falle jeder Coefficient von ai für q > 3 von a, 
nur insofern abhängig, als a, und a, es sind. Es kann aber 
ausser a, und a, in a, die Grösse a, direct nicht vorkommen , 
so dass a=( sein muss, und somit lauten unsere Be- 
dingungsgleichungen 


l + m =L, 
la + 2m = P, 
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woraus folgt l, = — (p — 2) und m = p — 1; also haben 
die Grössen I,, mı für alle Glieder unter dem Summenzeichen 
nach A nur je einen einzig möglichen Werth, d. h. es ist 


ab-1 
ap = Np >y, 
o 
wie behauptet wurde. 


Das allgemeine Glied lautet also für »>3: 


p—2 

D (p— 2:3) A 

o (= en, all 3 (x —% H 
ni > ’ 


(3 œo, Lie E eg A 


Ap (x — 9o)? San 


und weil nach (f) in $ 6 der Quotient zweier Zahlencoef- 
ficienten, deren Indices sich um drei Einheiten unterscheiden, 
für wachsende p gegen den Grenzwerth (1 — 3)}-1 = 4 con- 
vergirt, so ist die Convergenzbedingung für unsere Reihe: 


A oa (© — 90)? 
Geo 0%,3 — %,3)? 


Mod. ebe 


oder 
EGRET Ae o,s)? ; 
= 40,3 


Mod. (x — a < 


c) Es ist leicht nach der gewöhnlichen Methode zu veri- 


er A At D Ep «o,s? 


wirklich ein Ver- 


fieiren, dass 1 — Jọ = 


zweigungspunkt ist. Schreibt man nämlich unsere Gleichung 
in der Form 


F(2,%) = (2+ 0,0)’ + 3a1,3 (8 — go)’ Z + o,s (®— g9)? = 0, 
bildet 
>, = 3[(2 + %0)? + 1,5 @ —9)) = 0, 
und setzt A 
e + ona = (— 0,8) (8—9): 


aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhält man: 
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9) U aa @ 9)! — Dean — nell = 0, 
woraus durch Vergleichung mit den ursprünglichen Glei- 
chungen ausser dem Werthsysteme («— 9,)=0; (2+%,)=0 
noch der Punkt 


(3&g,0 %1,3 — 2o, d 

EE EE ee 
als Verzweigungspunkt sich ergiebt. 

Innerhalb des Kreises mit dem obigen Werthe als Radius 


um den Punkt x = g, liefert also die Potenzreihe 


Il = — %0 + (3@,001,3 — ao, 8)? (£ — 9o) 
HRI - 2 
- — 
(3%,0%1,5 — %,5) ` 


p—2 
Žž Bi (p — 31) 
ò e GE A eg 2 
SECH 
5 (Dono 1,3 — gau 3 


für jeden Werth von x durch ihre circumplexen Functionen 
3'er Classe die drei Wurzeln der Gleichung 


2° + 92,0 (&— 9) 2? + P1,0(@— 9) 2 + Pol — 9) = 0, 
wenn die Functionen ọ die einfache Gestalt 


Po la—9)= + WR); 

91,0 @— 9) = 3,0 + 3a1,s(@— 90)’, 

92,0 (2 — al = 380,0 
haben, worin ausser der Grösse g, nur noch drei willkürliche 
Constanten gu o, &,3, &ı,; vorhanden sind. (Wir haben deren 
nur so viel gelassen, als die Lösung jeder Gleichung mit 
constanten Coefficienten höchstens erfordern könnte; sonst 
konnten wir aber so viel willkürliche e lassen, als zu irgend 
einem Zwecke nöthig wäre.) 

d) Ist nun eine Gleichung mit constanten Coefficienten 
ei Ai EL Aus Aus 

gegeben und wünscht man, dass unsere Reihe durch ihre 
circumplexen Functionen die drei Wurzeln repräsentiren 
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sollen, so bleibt nur noch übrig, für einen beliebigen inner- 
halb jenes Kreises liegenden Werth x, von x von den zu 
bestimmenden Oonstanten die Erfüllung der drei Gleichungen 
34, Ae. a 27 An Ai 

Im — J)? ? ui 3° (a — go)? 


A, 
OFT RENT, 


zu verlangen und diese Werthe in die Reihe einzusetzen. 
Nehmen wir noch zur Vereinfachung der Rechnung an, 
wir hätten es mit der Reducente zu thun, so würde 


309,0 = A, = 0 
zu setzen sein, und wir hätten die einfachern Werthe 
SE MEER Se EE 
SRETAN 3 (2: Jo)? ? FERNE (4 — 9) ’ 


das allgemeine Glied der Reihe wird dann 


A, Bl p 
EEN En SS E (2 — 9) 
EE EE E b 
Cal ? (— Ad ? (a)? 


und die Convergenzbedingung für x = x: 
A, \3 Au d 
Mod. (— S+) < Mod. (5°) 


fällt wiederum mit dem bekannten Werthe der Diseriminante 
zusammen. Auch hier werden wir sehen, dass bei einer von 
den übrigen mit der unsrigen ein System cyklischer Glei- 
chungen bildenden Gleichung diese Beschränkung leicht auf- 
gehoben werden kann. 

e) Die Frage, wie unsere Hauptlösung mit der bekannten 
Lösung mit Hilfe von Radicalen zusammenhängt, ist hier 
sehr leicht zu beantworten. 

Nach den Betrachtungen des zweiten Capitels in diesem 
Abschnitte, in Betreff der inversen Functionen, haben wir 
gesehen, dass man den Zahlencoefficienten im allgemeinen 
Falle (m = m) in der Form 


p—2 


LI (p — Am) = zl 
m m 
E A ES E 
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schreiben kann, und durch sehr einfache Umformungen kommt 
man für m = 3 zu den zwei Formeln: 


3 1 
aa = S FS 


SE | 
Nse = ; EN für (q > 1), 


woraus sofort ersichtlich wird, dass die drei Partialfunctionen 
unserer Hauptfunction unter der obigen Convergenzbedingung 
(die für alle drei Partialfunetionen dieselbe bleibt) in ge- 
schlossener Form als drei verschiedene Radicale mit dem 
Exponenten 3 auftreten, deren Summe (nach geschehener 
Multiplication eines jeden Summanden, respective mit 7%”) die 
drei Wurzeln (also wirklich durch die eircumplexen Functionen) 
liefern. (Vgl. die Gleichung zweiten Grades und das erste 
Capitel des dritten Abschnittes; ebenso wie den Salzburger 
Vortrag $ 2, b.) 


B. Die erste cyklische Gleichung. 
Es sei die Gleichung 
2? + 91a — 9) P? + Pıla — 91) 2 + Po (Œ — 9) = 0 
gegeben und es wird jetzt gefragt, wie müssen die Coefficienten 
P21; P1,1, Po,1, beschaffen sein, damit die mit rg °, r3 » 5” 
respective multiplieirten circumplexen Functionen von f(x), wenn 


fi (@) = bo + bir +b- 
bedeutet, für jeden Werth von x in der Umgebung von z = g, 


die Wurzeln der gegebenen Gleichung repräsentiren. 
Man bekommt hier die drei Gleichungen: 


Pı Du Pr 

(0) D Pi Po| + Po,ı (£ gl = 0, 
Po Pr D 

(1) al Pol pr (E — ës 0, 
P Dy 

(2) 39 + Pz, (& — 91) = 0, 
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von welchen die erste genau so beschaffen ist, wie im Falle A; 
weil die Determinante (p8 -+ p, + po? — 3P,P,P,) symmetrisch 
in Bezug auf pP), Pı, P, ist; wie es übrigens auch deshalb 
kommen muss, da ga: das Product aller drei Wurzeln dar- 
stellt und wël . r3"! . vii — 1 ist. Man kann also die 
Gleichung (0) für unseren Fall direct aus (0) in A erhalten, 
wenn man o durch b und e durch ß ersetzt. 

Dagegen ändert sich (1), indem anstatt jener nullten 
Partialfunction äer Classe eine zweite Partialfunetion derselben 
Classe, nämlich 


D 0-3 u + bi — pri) E — g)? H 

+ (— bibs + 256, — bb; — P1, 5) a — 0) + 

+ (— biba + 25,6, — b,b, — bs bs + b? — Bı,s) (&— 91)’ 
+ Auch bb baby bbs bib bbi Bun) Eg)" ] 


und ebenso tritt anstatt der nullten Partialfunction Aer Classe 
(2) in A, hier eine erste Partialfunction derselben Classe: 


(2) 0=3 [0 + b21) (Œ — g1) + O+ baa) + 
+ (b: + Pf) — + bio + Pa) a — 9) + dr 


wonach die b, deren Indices die Congruenz J = 1 (mod. 3) 
befriedigen, direct aus (2) bestimmt werden, nämlich 


bat = — Po, sg 
Dann hat man aus (0) die einzige binomische Gleichung 
b3} = — Pos; 
2 — 
und aus (1) b, = P: e Aus, 
Ch 


Dann liefert der Coefficient von (o — 9,)? in (0) 


a? 3b,b,b, Gre Gs Po,3 de 3 Ba 1b1,2 i Së, SA Po,3 


bs PLS 3 ba? 2 


und darauf aus dem Üoefficienten von (x — g,) in (1): 


b ER 2b,b, np bab3 we" ON 
BET UFER ERDE 
etc. 
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Bei dem Werthe für b, bemerkt man, dass genau der- 
selbe Ausdruck für a, (in A) in Bezug auf die a mit klei- 
nern Indices sich ergab; dieses gilt aber auch von allen b, 
deren Indices die Congruenz J = 0 (mod. 3) (ja allgemeiner 
bei der Gleichung n'“ Grades für bj, wenn J = 0 (mod. n)); 
immer ist ein solches b in allen eyklischen Gleichungen eine 
und dieselbe Function aller b mit niedern Indices (wenn n 
ungerade ist und wenn n gerade ist, tritt nur ein Unter- 
schied im Vorzeichen auf). Der Grund dafür ist der, dass 
bın (nach der obigen allgemeinen Theorie) durch die Glei- 
chung (0) als Function aller vorhergehenden Coefficienten, 
und (0) ist für ungerade » dieselbe bei allen cyklischen Glei- 
chungen, und für ein gerades n wechselt die Determinante 
das Vorzeichen. 

Bedeutend einfacher wird die Rechnung für die übrigen 
Coefficienten beim speciellen Falle 


gun = Ba + Bos(® — N) 
91,1 AË, — 9) 
92,1 = 3 p21 (£ — 91), 


so dass alle ö, bei denen der erste Index grösser als 3 ist, 
identisch Null sind. Aus (2) folgt dann | 


b; = — PB; und baus U für q > 0; 
und (1) nimmt die einfachere Form an: 


0 = (b? — bib, — Date — 9)? — (bob; + bah — 9)’ — 
— (bo bs+b; b,+b,b,) (2 — 9, — (b bitb; bsb b; + bab) 
EOE E e 


so dass für alle Coefficienten, deren Indices die Congruenz 
J = 2 (mod. 3) befriedigen, das Gesetz besteht: 


b LEE 42 Be ba 4 SE o ek bz; b2 
Sopa .=.77 ee FE De AEAN 


Ebenso vereinfacht sich die Gleichung (0), so dass die 
daraus entspringenden Werthe für die Coefficienten, deren 
Indices J = 0 (mod. 3) befriedigen, die Form haben 
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b Bbb Hb. g biba bs + 3b:?b; + b? . 
Dr E 2 EE EL? Stee 
b 6b, b,b, 4+ 3b? bg +- 3b,b2 + 3b,b,? -} 3b.?b, x 

Ee Ee EE 3b RE ee 


etc. ; 

Im Falle A. haben wir eine weitere Vereinfachung der 
wirklichen Berechnung durch eine Specialisirung a, = 0 er- 
reicht; um nun nachzusehen, welchen Einfluss die Annahme 
b, = U in unserm Falle B. haben würde, überlegen wir Fol- 
gendes. 

Jedenfalls kann man sich die soeben angeführten Werthe 
successive eingesetzt denken, so dass jedes b mit höherem 
Index eine rationale Function von b}, bi, b, b, sein wird, 
in deren Nenner nur b, vorkommen kann, weil da, wo ein 
b mit einem so hohen Index in den Gleichungen (0) und (1) 
zum ersten Male auftritt, dasselbe, nach der obigen Theorie, 
nur mit bọ behaftet erscheint*), welches bei der entsprechenden 
Berechnung des betreffenden b dann in den Nenner der rech- 
ten Seite tritt. Nun sehen wir zunächst, dass in der Glei- 
chung (1), welche dazu dient, diejenigen b, zu bestimmen, 
bei denen p = 2 (mod. 3) ist, alle Glieder von der zweiten 
Dimension und vom Gewichte G = 2 (mod. 3) sind. Nehmen 
wir nun an, es existire darin ein Glied 


Mib, 
so muss offenbar 1 -+ qg = 2 (mod. 3), oder, 
q = 1 (mod. 3) 


sein. Nun ist aber in unserem Falle speciell 


P2,1 (8) = 3 b2, 1(8 — 91), 
so dass die b mit dem Index J = 1 (mod. 3) für J > 1 ver- 
schwinden. Mithin wird in (1) ein einziges solches Glied 
Mb,b, nur vorkommen können für q = 1, also Mb,’ in 


*) So wird z. B. ba aus dem Coefficienten von «st? bestimmt, 
und es ist nicht möglich, dass darin ein Glied von der Form 
i d 
ba, ia SEN 
mit positiven œ, ß, y vorkommen soll, da das Gewicht grösser als 


3s + 2 sein würde und negative e, ß, y können in (1) überhaupt nicht 
vorkommen; es muss also « = 0; B = 0; y = 0 sein, 
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dem Coefficienten von 27. während in allen andern Gliedern 
b, = 0 ist, so dass gar kein b, mehr vorkommen kann. Es 
wird mithin Ana die Form haben 


(w) bss = X? MARIA, 


wobei M, ein Zahlencoefficient ist, und das Summenzeichen 
sich auf alle möglichen ganzen positiven Je, u, und posi- 
tiven, wie negativen v, bezieht, welche die Bedingungen 


Ae + le +v = 1 
3, + 2u Ze +2 


erfüllen. 
Daraus ersehen wir sofort, dass A = 0; d.h.: 
35 +2 3 
u hun + Dei E 


nur für gerade s möglich ist; und für zs Zn ist dann 
wirklich ein Werthsystem, aber nur eines 

(w) Zelt u=3p+1; v= — 3p 
vorhanden. In allen übrigen baus 113 müssen also alle Glieder 
mit b, behaftet sein und wenn b, == U gesetzt wird, ver- 
schwinden alle b3s}2, in denen s eine ungerade Zahl ist, 
ganz und diejenigen Glieder der gesuchten Reihe mit geradem 
s = 2p bestehen nach (w) aus einem einzigen Gliede von 


der Form / 
DPH (m af"? b 


bop+2(® — BET = Nat ` us 
d. h. die zweite Partialfunction dritter Classe unserer Haupt- 
function f(e—g,) ist in unserem speciellen Falle eine zweite 
Partialfunction sechster Classe, oder eine erste Partial- 
function dritter Classe einer Function von (Lo — 9)”: 

Der Zahlencoefficient N, lässt sich ebenso wie im Falle 
A. bestimmen und ganz analoge Betrachtungen wie für n=2 
lassen sich auch hier durchführen. 

Ganz genau wie vorhin lässt sich beweisen, dass 


- 


än 


be p+s = 0 und bep SEN Nape- eoa gr? 
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wird; also die nullte Partialfunetion dritter Classe wird in 
unserem speciellen Falle eine nullte Partialfunetion sechster 
Classe einer Function von (x — g,) oder eine nullte Partial- 
function dritter Classe einer Function von (x — 9,)*. 


C. Die zweite ceyklische Gleichung. 


Es sei nun eine Gleichung 


2? + 92,2(0— 95) 2° + 91,2(@— 92) 2 + 9,2(0—9,) = 0 
gegeben und es wird diesmal verlangt, dass in einem Gebiete 
um z= g, die mit 77°” multiplieirten Aren eircumplexen Func- 
Donen (h = 0, 1, 2) von f(x — 9,) für jeden Werth von & 
die drei Wurzeln liefern sollen. 

Die Gleichungen haben jetzt die Form: 


Ps Pı Po 
(0) Po P Pı | F Mel — 9) = 0, 
Pı Po Pr 
Ps Di 
1 3 — æ — 9) = 0, 
UI | Po Pa | Pral 9) 
(2) 39, + P2,2(£ — 9) = 0; 


und wiederum hat (0) genau dieselbe Beschaffenheit wie in 
A. und B. (also dieselbe nullte Partialfunction dritter Classe 
zu sein wie dort); während (1) jetzt eine erste Partial- 
function dritter Classe wird, nämlich 


(1) 0=—3 | feoir) (2—9) + (o +6 6%; —63?+Y2.4) (293) 
++ —- 295 +6% +91) @— 9)" 
+ (Co Co Fei Co —2 Cy 6563 C + Ca Ce — + Ya, 10) (0-95) 
Heoti te 2er HeC ty 265 ++ Y3, wall 92"? 


+ ete. | 


(Das Bildungsgesetz ist klar; höchstens dürfte noch die 
Bemerkung in Betreff des Vorzeichens und des Zahlencoeffi- 
cienten nicht überflüssig sein: es haben nämlich nur die- 
jenigen Glieder in der Klammer das negative Vorzeichen, 
deren beide Factoren Indices besitzen, welche die Congruenz 
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J = 2(mod. 3) befriedigen, und nur solche Glieder haben 
noch den Üoefficienten 2, falls beide Factoren von einander 
verschieden sind; die Ursache liegt darin, dass nur p, im 
Quadrate vorkommt.) 

Die Gleichung (2) wird diesmal eine zweite Partialfunc- 
tion dritter Classe, nämlich: 


(2) 0 = 3 lie + vz2) (£ — 9) + (6 + 73,5) Lë — 9)? 
italien 
+ (C89 +9 F Ye s442) (© — Hp)? +]. 


Aus (2) werden also in diesem Falle alle diejenigen ce 
direct bestimmt, deren Indices die Congruenz J = 2 (mod. 3) 
befriedigen und für die übrigen Coeffieienten hat man folgende 
gruppenweise Bestimmungen. 

Zunächst erhält man aus dem Coefficienten von (= — 95)" 
in (0) die binomische Gleichung 


o + Pro = 0; 
dann aus dem Coefficienten von (= — gl in (1) 


Y2,1, 


A ës 


darauf wieder aus dem Coeffieienten von (æ — 9)°. in (0), 
wie oben: 
3Co Ci C — Gd — Y2,3 


0 


und dann wieder aus dem Coefficienten von (= — 9)! in (1) 


C163 — Get Y2,4 
Co 


Cu = — 
Ferner c, (allgemein c,,) genau wie oben im allgemeinen Falle 
in A oder B (weil diese Bestimmung aus (0) getroffen wird, 
welche für alle drei eyklischen Gleichungen dieselbe bleibt), 
dann wieder aus dem Üoefficienten von (& — g) mm (1) 


a3 
C1Cs F C3C4 — 296% + 79,7 


Co 


Cy == 


etc. 
Für den speciellen Fall 
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r . @ 
po, — ga) = 730 Late 9)’ 
P1,2 (8 -— 9) = SIE 9) 
92,.(2 — 9) = Byz (£ — 9)” 


ergiebt sich die einfachere Bestimmung 


2.2 Zeie KEE ET, EN 
BE an Y5,05 D Ea Deg Sg Y2,25 


3 Coil — G? — Yo,3, Ge — GG 
u Bzı a GC e 


etc. 

Und ganz analoge Betrachtungen wie im Fall B. lassen 
sich auch hieran knüpfen; ebenso ist auch die Möglichkeit 
leicht nachzuweisen, dass wenn eine gegebene Gleichung mit 
constanten Üoefficienten zu lösen ist, man immer eine des 
vollständigen Systems der nach der obigen Methode gelösten 
eyklischen Gleichungen so einrichten kann, dass die allge- 
meine Lösung für die speciell gegebene Gleichung passen soll. 

(An anderer Stelle wird gezeigt werden, dass sogar jede 
gegebene allgemeinste Gleichung, deren Coefficienten % (=) 
beliebige Potenzreihen sind, ebenfalls auf einen der Fälle jenes 
vollständigen cyklischen Systemes zurückgeführt werden kann.) 


S 14. 
Gleichung vierten Grades, 
Sei nun die Gleichung vierten Grades 
Fe@.2)=2+9,(0)2’+ p(x)? + 9,(2)2 + 9 (a) = 0 


gegeben, wobei die Coefficienten die Functionen 


9 (2) = Déi + oa 
g, (2) = 40,0 + 4a’ 
9, (2) = Gei + Ae, 
P, (L) = 4o, 0 F 405 amt 


bedeuten, und es werde verlangt, dass in der Umgebung 
von 2 = Q die circumplexen Functionen von 


f) = m+ ayr am 


H. SoHarırA, Cofunctionen. I, 2, 10 
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für jeden Werth von æ die Wurzeln von F(e,2) = 0 dar- 
stellen sollen, so hat man aus den identischen Gleichungen 


Po P3 P2 Pı 
1 Pn Pn Pr 
122.21 Po Ps 
| Ps Pı D Po | 


Po Da De 
(1) 0-= 4 Pi MP Letz 
PP Dli 
Po P3 +2 
Pı Po 
(3) 0 = 4pi Lal 


(0) 0 — gw 


Po Po 


(2) 0= 4 
P: Po 


— all 


die gesuchten a zu bestimmen. 

Und wieder bestimmen sich aus (3) diejenigen a, deren 
Indices J = 0 (mod. 4) sind, direct als identisch mit den ent- 
sprechenden « in 9, (2), so dass in unserem Falle 


Pre Bean 03,10 
ist, also alle ou, = U sind, bei denen g>1 ist, und nur 
ay = — %, und Ou = — 03.4. 
Aus (2) 


320° — 2P Ps — P? — 300,0 — 2 a2, Al = O 


hat man ferner die Gleichungen: 


a; + 2a a, = 6%, «3,4 — 2&4 aus den Coefficienten von x? 
2 

aia, + azas F aza; = $ 03,4 „on D e 

D ç 

2a; di + 2a,aio F 2day + 2a; a; + ag = 0 aus den 

Coefficienten von 21? 

0,45 F 90,4 A303 F 9a, F Genua + arag = 0 aus 

3 den Coefficienten von zi" 
D 

2449 + 203043 + 2430474 2a; gu + 20,0, + 270,5 + 

+ Zou + gw = 0 aus den Coefficienten von g”. 


Die Gleichung (1) kann man so schreiben: 
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(1) Pa (P? + 23?) + Po [B Pp — 2PıP3 — pel 
Ge 29° — 0,0 + ou) == 0, 


und man bemerkt sofort, dass die Rechnung ganz bedeutend 
vereinfacht wird, wenn man in dem von z unabhängigen 
Gliede der Gleichung den speciellen Fall nimmt 

03,4 == 0, 
was für den Zweck der allgemeinen Lösung der Gleichung 
mit constanten Coefficienten vollkommen ausreicht. Es wird 
nämlich dann 


b Lol 4a 

Po = Gog: 
die Gleichung (2) wird dadurch etwas einfacher; die Haupt- 
sache ist aber, dass die Gleichungen (1) und (0) ganz bedeutend 
einfacher werden; denn der Klammerinhalt in (1) kann auf 
die Glieder, deren Exponenten grösser als vier sind, keinen 
Einfluss ausüben, weil dieselben auf Grund von (2) identisch 
verschwinden, und es bleibt nur noch (weil unter der ge- 
nannten Bedingung 


3p? — 2p? + &,0— 0 
ist) die einfachere Gleichung 
(1) P (P? + P3) + (a + 204) zt = 0. 
Daraus ergeben sich die Systeme von Gleichungen 


4,4 = — Qi 4 — 2? Q24 aus den Coefficienten von gt 
2 
a,’ ge + 2a, ga = Az ag? »» D „ = 
2 RER 12 
gou + Zou arag = — Zo ës Gel an » o „ % 
oke: 2 
Ca Oe 
— Gage 
etc. etc. 
Unter der gemachten Voraussetzung po = — Gun be- 


kommt man aus (0) folgende Gleichungen: 


2 
SES a’ -+ Jeu 002,4 + doa 001,4 + Boa 02,4 — ua = 0 


aus den Üoefficienten von zt, 
10* 
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aus den Coefficienten von 3$, 
— 4a,’a, + 12a,’a, — ba,?a,? — az! + 4a’ aa; + 4a, a,’ a, 
+ Sa,a,@s,a = U aus den Coefficienten von g'?, 
etc. 
Die Coefficienten von æt liefern also eine binomische 
Gleichung für a, 
, e 2 
aus (0) a? = A, = 4 [300,0 2,4 + &o,0(@1,4)] — a0, 


ç 2 
es 12 Œo, 0 3,4 + Joao — 004) 


; &4+ 2« 
dann aus (1) a, = — ef Ze 2) 
1 
‚ 20, 4 + a 
und au 2) = — ce . 
TTI 


Dann liefern die Coefficienten von z$ drei lineare Glei- 
chungen zur Bestimmung von @;, Oe: a,; es folgt nämlich: 


2 2 D 
Zoo F 4a a 4 äod 20? dz? —4 Ay a? dg- gel 


aus (0) a; = e? = E 
Ge (a berir 2a, dg)? EES Zoo 
Gs E , 
, 24,454; F Ag ag? ER 
aus (1) ge = E — — a Lë —20,0,)?, 
1 1 
e AD RT ae EN TR EES 
Ou 444 
(20 — 180,"040 + 880" as") (0? + 2010) — Mee. 


EI 


Ferner erhält man aus den Üoefficienten von x!? die 
linearen Gleichungen 
- 4a,’ azar (1203+ 8 a2: 0, 4) 06—60 a? a’ H 4a ag a; — a; 
aus (0) ge = — Sg ere e See 
1 


at Vie TEE IA 
a? 


aus (I) aio = — 


a 2 
20420, + 24200; — d h? F 00} 


a? H 


Zgspu + 203a + 2a5,a, + a? 


aus (2) @ = — Sa 


ete. 
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Berechnet man hieraus successive die auf einander folgen- 
den Coeffieienten, so ergiebt sich jeder weitere Coefficient, 
dessen Index grösser als 4-ist, ausgedrückt durch a,, a,, @, 
und zwar in Gestalt eines Bruches, dessen Nenner eine ge- 
wisse Potenz von a, und dessen Zähler immer eine ganze 
rationale Function vop (a5? + 2a,a,) ist, wie z. B.: 


(a + 20103)? — us (Ay? + 2a a3) — Taia ag 


Ge = FER ’ 
GE Ay (Ag? + 2a, 43)? — 8 Ai dg M? 
En ETA 7 
(2a,t — 130 41a + 38a,?a3?) (d? + 24103) — 78 a, az? 
etc., 


während die Grössen dı, @,, a, direct gegeben sind durch die 
als gegeben vorausgesetzten @,05 Œo,4; &ı,a5 Ga in den Üoef- 
ficienten gw LZ): pı (£); 9(2); P,(x) der gegebenen Gleichung. 

Zum Zweck der Lösung einer Gleichung mit constanten 
Coefficienten genügt es jedoch, wie wir sehen werden, wenn 
wir noch weiter specialisiren, wodurch einerseits die wirkliche 
Berechnung bedeutend vereinfacht und andrerseits das Gesetz 
für die Coefficienten übersichtlicher wird. Setzen wir näm- 


lich a? +20, = 0, d. h. a, = — E ZS. was einfach da- 
1 


durch erreicht wird, dass man &,=(, also 9, (x) = déi 
annimmt, so werden in den obigen Ausdrücken nur diejenigen 
Glieder bestehen bleiben, welche von (a,? + 2a,a,) unab- 
hängig sind, und wenn man darin noch den Werth 


1,08 


einsetzt, so erhält man alle übrigen Coefficienten ausgedrückt 
lediglich durch a,, a,, nämlich 


To, glè, 39 ga. 

fe "e a) ge Per Sen 7 7-0 
1045 a | og 9°, 7735 geit 
e d Et ber a a E 


Ganz ebenso wie oben können wir auch hier nachweisen, 
dass allgemein sein wird 
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Da nämlich a, jedenfalls eine rationale Function von 
a, und a, sein wird, so muss a, jedenfalls die Form haben 


= >: Mapa, 


wobei L und m, positive oder negative ganze Zahlen sein 
werden, welche aber durch die zwei Bedingungen 


L+m=l, L+2m=4 
beschränkt sind, woraus das einzig mögliche Werthepaar folgt: 
m ss d 1, h =— (q—2). 


Man kann also alle diese Glieder, die sich nur in dem 
Zahlencoefficienten unterscheiden können (wie behauptet 
wurde) in der Form 

ag! 

u TNG Si 
vereinigen. Was nun N, betrifft, so kann man wiederum 
wie oben verfahren. Da eine Reihe f(x) in einer gewissen 
Umgebung von g = 0 für ganz beliebige &,0; &o,4; &ı,a gelten 
muss, so wählen wir diese Grössen so, dass a, = a, = l, 
also: wo=—1; æo 4 = — 1; ča = — 1. 
(Allerdings kann dabei noch immer a, eine Ae (k=0,1,2,3) 
Potenz vonY—1=r, sein, da zur Bestimmung von a, 
überhaupt eine binomische Gleichung Je Grades vorhanden 
ist; wir wählen der Einfachheit wegen h = 0.) In diesem 
Falle wird also unser 


z=0+N,2+ Ne HNHH. 
Unsere Gleichung nimmt aber dann die Gestalt an 
gt — dt — xt = 0, 
und man bekommt für diesen Fall wie oben 


p2 
Fle- +» 


0 
ee EE 


oder entsprechend den 4 Partialfunetionen: N,=0 und 


www.rcin.org.pl 


Abschnitt VII. Capitel IV, $ 14. 151 


—(45s+3) 
ı \oo-1 
Nisu =(— 17 Cer Ee Tei 


— (4s-+1) 

Welt mai (— 2)? 71 
EN e 

—(4(s+1)+1) 

EE" DEES E dee 
Stan) 28 dee 


so dass man, übereinstimmend mit den obigen Zahlen, 
wirklich hat: 


2 


& Di 
ad 1 A 1,4 ] Se LS E 
hu Ha RT EAR (RT H a 3 
ferner: 
Lg, 7 r =p a? 9 
4 20 gei Gë (—2)! gei. 4 2a, 
TRETEN AH TE eet E e ee 
und 
4 22 gei 2 (—2)? a). 4 ER BM 
> 3: Jrait = l PaT NA Aa 
ete. ; 


Man überzeugt sich auch hier in ganz derselben Weise 
wie oben, dass der Convergenzkreis bis zum nächsten Ver- 
zweigungspunkt sich erstreckt (und zwar ohne Hilfė der Dif- 
ferentialrechnung). 

Ebenso wie oben werden die andern drei Gleichungen 
zu lösen sein, welche mit der unserigen das cyklische System 
bilden. Es wird sich dabei herausstellen, dass allgemein die 
Ur eyklische Gleichung, d. h. diejenige 


Fife, £) = zt + gs, (8) + 93,1(@)2°? + P1,1(@)2 + po (£) = 0, 


für welche verlangt wird, dass in der Umgebung des Null- 
punktes für jeden Werth von x 


r AOLE), rta), rea), r Fra) 
die Wurzeln repräsentiren sollen, die Coefficienten 
90,1); Puil); al gar) 


resp. eine OG — Urs: 1(4 — 1)"; 2(4 — I)!*; 3(4 — Dis Par- 
tialfunetion Je Classe sein müssen, d. h. die Exponenten der 
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4 
entsprechenden Potenzreihen respective dieselben Reste nach 
dem Modul 4 lassen, wie die Grössen: 

04 —D; 14—D; 2(4— 1; 34 — 1). 

Ferner wird es ebenso wie oben möglich sein, für jede 
gegebene Gleichung mit constanten Coefficienten (an anderer 
Stelle wird die Erweiterung für beliebige Coeffieienten, welche 
als Potenzreihen dargestellt werden können, gezeigt werden) 
eine Gleichung des vollständigen Systems, welche eben auf 
die obige Weise gelöst worden ist, durch Speeialisirung 
der willkürlichen Constanten so einzurichten, dass die ge- 
suchte Lösung darin enthalten sein wird. 


S 15. 
P Gleichung fünften Grades. 
A. Nullte Gleichung des cyklischen Systems; l= 0. 
Es sei nun die nullte cyklische Gleichung Dier Grades, 
und zwar zunächst die trinomische 
F(z, £) = 8# + gi (2)2 HD), 
auf welche Form man bekanntlich die allgemeine Gleichung 
ten Grades durch die Tschirnhausen-Jerrard’sche Trans- 
formationsmethode immer durch Auflösung einer niedrigern 
Gleichung bringen kann, gegeben, wobei also 
pı) =0; RI; Pa) — 0 
und die zwei noch übrig bleibenden Coefficienten gewisse in 
einem gemeinsamen Gebiete convergirende Potenzreihen 
pı (x) = 51,52? + Darw" Lewin tee 
gu) = 8,52? F ao 102" Loost 
sind; und es sollen die fünf circumplexen Functionen 
(Tal Fosa); Fra) fein Firsta) 
einer gewissen Hauptfunction f(x) direct für jedes x inner- 
halb des Convergenzgebietes die fünf Wurzeln der gegebenen 
Gleichung darstellen. 
Aus 
p,(%) = 0, woraus (4) p = 0 
folgt, ersieht man zunächst, dass alle Coeffiecienten der ge- 


suchten Potenzreihe, deren Indices durch 5 theilbar sind, 
identisch verschwinden. 
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Ferner hat man 


U P P P M 


(0) pe Pı 9 D P| +p) =O, 


U P Ps M 
Pi U MB 
1 5 — P; 
(1) pp D P gl ) 
| ps m» D 0 | 
0 m Pl 0 P; P 
(2) Din 0- piht 5 pr 09 ps0; 
192.21, 9.1... m N | 
0» 0 » 
3 d -L5 = Q; 
(3) D 0 Kë P O ; 
oder 


(0) p +p +p: +p +20p:p; (p: Ps +P: P) + po (£)=0; 
Dier Dimension; @ = 0 (mod. 5) 


) 
(1) PPP F P? Pa F pp F Pi Ps HIPP PPa + SS =0; 
4'r Dimension; @ = 0 (mod. 5) 


(2) PPPs + PP + P Pi + P? P = 0; 
Aer Dimension; @ = 0 (mod. 5) 


(3) PiP, + PzP; = 0; 
Zer Dimension; @ = 0 (mod. 5). 


[Bemerkenswerth ist, dass in der Darstellung-der Lösung 
der trinomischen Gleichung Duc Grades mit Hilfe der Modu- 
largleichungen der elliptischen Funetionen (welche Lösung 
zuerst von Hermite gegeben ist, indem er von den Jacobi- 
schen Relationen ausgeht und später von Kronecker, wel- 
cher direct von der Substitutionentheorie der algebraischen 
Gleichungen ausgeht) Brioschi schon vor einer Reihe von 
Jahren, also noch ehe unsere allgemeinern Gesetze der cyklo- 
symmetrischen Determinanten und der Zusammenhang der- 
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selben mit den Coefficienten einer algebraischen Gleichung 
bekannt waren, von Gleichungen ausgeht, welche genau die 
Gestalt unserer letztern haben. Uebrigens sind dort etc? 
sowohl, als auch unsere p durchaus keine Functionen von 
x und die Gleichungen werden dort in einem ganz andern 
Sinne gebraucht. ] 

Die Berechnung dieser Gleichungen ergiebt: 


3) 0 = Liv ga + a343) 2° + (a; ay + agay + 050, + a,a,) £" + 
+ (adi F atis F 9a t ya typ + aras) th +H 


(2) 0 = a, (a, +a, a3) 2*4 [a*a + a a+ a aH Ħa, aja 
+ 2a, (aza; + az gell 
+ a’ agt a aHa geck a ar H aata aH 
+ 2 [a (aza a azai) F a (ayay + aa;) + 
+ as (a; ag + aza,)] 


(1) 0 = (aa, + &:,5) £? + a,’ a, +030, + oo kou 
+ 3a,a, (a; ge + az a4) 
+ ara, F aa + aat aa H as ert, 
+ 3[a,? (aaa, + aga) + a? a40; + 
+ az’ aag + 46a, a] 
+ 3 [a,a,a;a, + a ag dga + gu azaga, + 
+ agaa; aq] | 


(0) 0 = (a,* + a5) ° + Ba’, + + 
- + 20a,” a; a? + @0,10) it 
+ a,’ + 5a,ta, +5a,ta, + 104,30 + ga wf" +. 
+ 20 COK + ar a, ag + 
+ 2a,4,4; (Qy g + az ag)] 


(Vgl. die letzte berechnete Gleichung mit der am Schlusse 
des ersten Capitels bereits berechneten; s. pag. 42.) 
Aus (0) bekommt man nun für den Üoefficienten von A" 
die binomische Gleichung Dien Grades 
a5 + a; = 0, 
dann aus (1), falls a, von Null verschieden ist: 
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a 
Dee een 
darauf aus (2) 
PR ée P ei 
a ai ’ 
nnd aus (3) 
PR SE, 
ES alt 


Somit sind die ersten vier æ (der ersten Gruppe) berechnet. 
Dann folgt aus den Coefficienten von x’ das System von vier 
linearen Gleichungen für die Bestimmung der vier folgenden 
Grössen der zweiten Gruppe ` ge, d,, On Qag; man hat 
nämlich (bei Berücksichtigung der vorhergehenden Be- 
ziehungen): ° 


(3) 1 + aras Haza; +a ag=0 ; Dsg a, +003), 
(2) a a+ 2a; l ü; Lüde = B3,10; (— B: o= moh 


a 
a 34,+3a,? Bi; (Bu 
) a*a: +30, a= Br; (Bir Tr un); 
(0) Do, lge = Bo, 10; (—Bo, o=21 a,” —«o,10). 


Nehmen wir nun zunächst einen einfachern Fall für die Coef- 
ficienten der gegebenen Gleichung an: 


pı Lëlz Du, s2, also ous 1,5 = e = g= für qg>1, 
9(2)= 00,50°, HI Gu. 10 = Qo, 15 = ` + © = Qo, g5 = 0 für gl, 


D 


so ergeben sich unmittelbar die Werthe 


B,,10: 0, Bad 


Bu, Bad Bus 4°, 30° 
asas Bo,10 ~ B,, 10? 30,20, J B3 10> KI Ef Ailg 
B,1> 9 0, 544° 
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oder: 
21 73 gef. 187: gei 
At $ 4) LATE a5? e ABE T E 
_ 286 m 
METER o 


Wollte man noch den Coefficienten von x!’ in den vier Be- 
dingungsgleichungen ebenso behandeln, so würde man die 
Werthe der vier Grössen 


fu: Aiz? fun: Ou 
` der dritten Gruppe 


Sli 9367 a". 39767 az"! 105672 ag? 
PET Cp Q = "as" yo Dan Eent WRC 
175398 a," 


TBB 0 
erhalten; aber schon in der vorigen Gruppe konnte man zur 
Genüge das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoefficienten 


den wir oben in Cap. lI allgemein und in diesem Capitel 
für andere specielle Fälle schon oft behandelt haben, leicht 
verificiren. 

Die Convergenzbedingung ist oben Cap. II, A, g) für den 
allgemeinen Fall (m = m) bereits angegeben, so dass für 
m = D sich die Bedingung 


Mod. ar —T 


ergiebt, und innerhalb dieses Gebietes der x-Ebene liefert 
unsere Reihe 


1 2 3 
ër &5 21,5 2,5 
fæ) = 0 — as 2 + VS e E 
Su Si Ze 


5 =i 
AB E V mA E 8. e GE ep 


F E 
Zon Gaz 
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für jeden Werth von æ die fünf Wurzeln der Gleichung 
2 +55. g + wet, 
wenn man in der Reihe anstatt x 
ve: (h=0,1,2,3,4) 

setzt, (wodurch die Gleichung offenbar unverändert bleibt, da 
in derselben nur x° vorkommt). 

Hat man die trinomische Gleichung fünften Grades mit 
constanten Coefficienten 

eh EL Ae Ans OU 

und will man die Wurzeln derselben durch die circumplexen 
Functionen unserer Reihe darstellen, so braucht man nur die 


Üoefficienten dieser speciellen Gleichung mit denen der obigen 
zu identificiren. Man erhält zu diesem Zwecke 


A, = Deia, 
A == Gan": 


und wenn man diese Werthe in das allgemeine Glied unserer 
Reihe einträgt, so wird das allgemeine Glied von x unabhängig 


AN 
Pet Gs 
N KE e E 
D 495 8 4p—5 
5 5 
wl ER 


und diese Reihe ist jetzt convergent für den bekannten Dis- 
eriminantenwerth 
a) 


"Gi 
den man erhält, wenn man in dem obigen Quotienten einmal 


p=p und einmal p = p — 5 setzt und beide Resultate 
durch einander dividirt. 


«< r, 


B. Allgemeine cyklische Gleichung; l= l. 


Wir haben oben für die Coefficienten p(x) der gegebenen 
Gleichung die Beschränkung erhalten, dass ihre sämmtlichen 
Exponenten durch 5 theilbar sein mussten, wenn wir verlangt 
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haben, dass die circumplexen Funetionen einer Potenzreihe 
mit ganzzahligen Exponenten direct die Wurzeln liefern sollen. 
Diese Beschränkung modifieirt sich aber, wenn wir unser 


Verlangen dahin abändern, dass die mit EEn multiplicirten 
hee circumplexen Functionen f (1% x) 
(h = 0,1,2,3, 4) 
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten f(x) die Wur- 
zeln liefern sollen. 
Es sei eine andere trinomische Gleichung Gen Grades 
bie, £) = 2° + P,1ı(@)2 Egaal = 0 
gegeben und es sollen jetzt 


Pa); Titel Ee AE 
"Téi re Flr a) 


einer Potenzreihe 
fa) = bi t bir + bet +. +. 
für jeden Werth von x in der Umgebung von x = 0 die fünf 
Wurzeln der gegebenen Gleichung 
F,(e,2)=0, 

die wir Ir cyklische Gleichung nennen, repräsentiren. Dabei 
sollen gor) und st) gewisse in einem gemeinsamen Ge- 
biete convergente Potenzreihen sein. 

Unsre fundamentalen Bedingungsgleichungen haben jetzt 
die Gestalt: 


|O ` Pipa Dua Bus Dua 
|P 0 Piya Dua Pue) 
(0) Bus Pi 0 ` Bu Pers| = (— 19,02), 
Dua Dus Pırı HU Pıra 
| Pa Dia Pipe Pii O 
0 Pipa Pips Pire 
Pızı O Pıra Pır3 
1 5| = (— 1)! x 
( ) | Pıra DA 0 Pita | ( ) Pı,1( ); 
| Ps Dua Pırı O | 


www.rcin:org.pl 


Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 15. 159 


0  Pıra Huis D ` Pips D 
(2) Pr 0 papet AEO paa 0 Basste 
Pıra Piri d i Pıraı Pır2 d 


La 0 (Las 0 


(4) 5 Pi== 0. 
Oder ausgerechnet: 


(0) 0 = pipi + Pie + Pits + Pia + Wpireprs (Prp Prts + 
F Prape) + 910(2), 
(1) 0 = pia Pre + Pie Pia + PrP + aus + 
+ 3 Pr Pire Pps Pia — P,,1 (2), 
(2) 0 = pip Pas + Pipra + Pipra + PiraPpıre, 
(5) 0 = Pipi Pipa F Pite Pits, 
(4) 0=p, 
und man sieht sofort, dass diesmal die Dimensionen der Be- 
dingungsgleichungen respective dieselben blieben, dagegen 


änderte sich das Gewicht derselben; anstatt nämlich, dass im 
oberen Falle bei allen an 
== 0 (mod.5) . 


. . >= 
war, haben wir hier: ; 


ini (Oam B;...:@ = 0 (möd;3), 

„ (1) Dim. = 4: G = 4l (mod. 5), 

a (2) Dim. —=3; G=31 (mod Di, » 

zU) Dim. == 2; G=21 (mod. 5), 

» (4) Dm.=1; G = 11 (mod. 5), 
(so dass der obige Fall in diesem als specieller für Los U 
enthalten ist). 

Dieses Gesetz bleibt offenbar bestehen, auch wenn man 
es nicht mit der trinomischen, sondern mit der allgemeinen 
Gleichung, wo keine der g (x) identisch Null ist, zu thun 
hat. Selbstverständlich ist es auch, dass dasselbe nicht bloss 
für n = 5, sondern für ein allgemeines n stattfindet. 
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Ist aber eine Gleichung gegeben, in welcher die Coeffi- 
cienten gewisse Potenzreihen Y(x) sind, deren Exponenten 
den obigen Gesetzen für keinen der Werthe l = 0, 1, 2,3, 4 
gehorchen, so ist es im Allgemeinen nicht möglich sämmt- 
liche Wurzeln durch die mit rz'* multiplicirten circumplexen 
Functionen 5° Classe f (rt) darzustellen, wenn f(x) eine 
Potenzreihe mit ganzen Exponenten sein soll. — Dagegen 
bleiben für diesen Fall noch folgende Möglichkeiten: 1) Ent- 
weder erreicht man das Verlangte mittelst einer Substitution 
xt — y durch Cofunctionen einer Potenzreihe mit gebrochenen 
Exponenten. 2) Oder man ändert das Verlangen dahin, dass 
anstatt einer Hauptfunction mehrere treten; so dass n, cir- 
cumplexe Functionen einer Hauptfunction fı (£) n, Wurzeln 
und zugleich n, eircumplexe Functionen nz” Classe von f, (x) 
n, Wurzeln ete., bis etwa n circumplexe Functionen nz” Classe 
von f(x) nı Wurzeln für jeden Werth von æ liefern, wobei 


n + m+: men 
ist. 3) Oder endlich, man lässt beide Modificationen zugleich 
gelten. Im Folgenden werden einige Beispiele behandelt 
werden. 


C. + Erste cyklische Gleichung; l= 1. 
Es sei jetzt speciell die Gleichung 
= 25 Devis 0 = 0 


` gegeben, wobei also p, (x) eine nullte Partialfunetion [eigent- 
lich eine Constante; man kann sie als nullte Partialfunction 
5ter (eigentlich einer beliebigen) Classe betrachten, in welcher 
alle weiteren Coefficienten identisch Null sind, da die funda- 
mentalen Gesetze der Cofunctionen über die weiteren Coeffi- 
cienten nichts Näheres bestimmen] und e, (=) eine 4'e Partial- 
function Dier Classe (eigentlich einer beliebigen Classe), deren 
weitere Coefficienten identisch Null sind; während in den 
übrigen 9,(2%), p(x), p(x) alle Coeffleienten identisch ver- 
schwinden. 

Aus dem obigen allgemeinen Schema in B. ergiebt sich 
sofort, dass man es hier mit der ersten (l = 1) cyklischen 
Gleichung zu thun hat, deren 5 Wurzeln durch 
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f(x); ep Oé £); r für x); e [ro); r fr’) 


einer Potenzreihe f(x) mit ganzen Exponenten in der Um- 
gebung von x = 0 repräsentirt werden. 
Die Bedingungsgleichungen sind diesmal 


(0) 0 = př + p? +P: +2420 p;p, (P: Pi + Po? P) + 80,0, 
(1) 0 = PP, +p? Pot P Pit Po Pi HIPP Pi Po — 01,42, 
(2) 0 = p? Pit P Pat Pi Pit Po Ps, 
(3) Uz Daa + Pz Pi» 
4) Uz pi 

Ein Blick auf die Construction der Gleichungen zeigt 
zunächst, 1) dass in (3), in welcher G = 2 (mod. 5) ist, nur 
ein einziges Glied vom kleinsten Gewichte 2 vorhanden ist 
und zwar das Glied p, pọ, so dass die Reihe anfangen würde 


Uz Gaga Ee 
woraus sofort folgt a,a, = 0. Ganz ebenso folgt aus (2), 


in welcher @ = 3 (mod. 5) ist, ‘dass zum ersten Coefficienten 
von æ? das einzige Glied p)? p, beitragen kann, und aus 


0 = de Go E + AEN 


folgt wiederum aya, = 0. Dagegen würde die Reihe (1) 
lauten 


H 


0 = (do? aa T CA) gt + er, 

Der Gleichung (0) sieht man es sofort an, dass sie kein 

einziges Glied vom Gewichte 5 besitzt, so dass sie lautet: 
0 = (a? + %,) + Aalt Ee, 
da nun «oo von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist 
%=0 

und es muss daher ausser a, = 0, (übrigens a,;+ı = 0, wie 
aus (4) folgt) auch 


sein. ` 


Würde man, ohne jede Ueberlegung, die gesuchte Reihe 
vorläufig in der Gestalt 


fol zs On +2 +90 +:-- 


H. ScHArIRA, Cofunctionen. I, 2. 11 
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ansetzen und die obigen Gleichungen ohne Weiteres berechnen, 
so würde die einfache, aber ziemlich mühselige Rechnung 
zeigen, dass nicht bloss aus den Grössen der ersten Gruppe, 
ausser a, nur noch a, von Null verschieden ist, sondern, 
dass auch in der zweiten Gruppe ganz analog 


a; = 0, a = 0, gaz H ge zU 


sind; so dass die Rechnung diesmal eine unnatürliche Com- 
plication enthalten würde, die sich erst hinterher als über- 
flüssig herausstellen könnte, indem in allen diesen zu berech- 
nenden Potenzreihen alle Glieder, in welchen obige Grössen 
enthalten sind, verschwinden und die Reihen ganz bedeutend 
einfacher werden. 

Durch eine einfache Ueberlegung können wir uns aber 
diese Mühe systematisch ersparen. — Da nämlich das absolute 
Glied in diesem speciellen Falle von x überhaupt unabhängig 
ist, so würde dasselbe eine nullte Partialfunction Dier Classe 
einer Function von y bleiben, wenn wir gt = y setzten. 
Die Gleichung 

2? + 5a1,1Y2 + %,0 = 0 


würde aber nach dem Obigen als eine 4'° cyklische Gleichung 
(l = 4) aufzufassen sein, so dass die fünf Wurzeln derselben 
durch 

fiu); TAAIE E GE he GLR (ul 
einer Potenzreihe nach ganzen Potenzen von y 

Wen ta yta Pay: 

in der Umgebung von y = 0 dargestellt werden könnten. 
Setzt man also wiederum y=x2'; a, =a,, und bedenkt, 
dass a,, oder a, jedenfalls nur in der Dier Potenz in der 
Bedingungsgleichung (0) zum ersten Male (in dem Gliede, 
welches zur definitiven Bestimmung von a, wesentlich beiträgt) 


auftritt, so dass die Substitution von r;”a, anstatt a, keinerlei 
Einfluss haben kann*), so können wir in unserem Falle die 


*) Aus diesem Grunde hindert der Umstand nicht, dass oben 
weie Le x) die Wurzeln darstellen, während wir hier die Repräsentation 


durch SC f (rk y) besorgen wollen. — Es ist dieser Umstand übrigens 


der erste, der uns eine Gelegenheit bietet, die Zweckmässigkeit der sonst 
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gesuchte Potenzreihe von vornherein als nullte Partialfunction 
Aer Classe voraussetzen, so dass dieselbe lautet: 


f)=aota0+a +0,20’ +ag2 tage +, 


so dass unsere vier Partialfuncetionen fünfter Classe, welche 
uns interessiren (es ist ja p, == 0), als subordinirte Partial- 
funetionen, eigentlich als solche 20'e Classe auftreten: 


Po = P5,0 = Oo Bi Geff 4- 445” +.. F 
Da = Ps,3 = de + ayt + ayt pe 


Py = Ps, a = Ou ET FH ayet pH agt peee 


| 


Setzt man jetzt diese Werthe in die obigen Bedingungs- 
gleichungen ein, so erhält man dieselben in solcher Gestalt, 
dass aus jedem Coefficienten derselben wirklich alle Coeffi- 
cienten der gesuchten Reihe bestimmt werden, welche zu der 
entsprechenden Gruppe gehören. Man hat nämlich (wenn 
man die Gleichung (1) durch zi, die Gleichung (2) durch g$ 
und die Gleichung (3) durch x'? dividirt, was offenbar erlaubt 
ist, da die Gleichungen aach für æ = 0 befriedigt werden 
sollen) 


(0) 0 = (ap + oo) + (a, +50 ar +2000 aag?) 2 + 


5a apt 1003az +a +5 a ao + 
+ \ + 20[a;? a; aiz + ay? ag? az, + ar Fu 


F2 ao ag (Ao a Gas F A4 Ag Gaul 


scheinbar überflüssigeń n-Deutigkeit unserer Lösung darzulegen, welche 
darin besteht, dass zur Bestimmung eines der Coefficienten immer ein e 
binomische Gleichung aien Grades auftritt. Wir werden später noch Ge- 
legenheit finden, von dieser Bemerkung nützliche Folgerungen zu ziehen. — 
Ueberhaupt werden oft solche einfache Ueberlegungen die in der ganzen 
obigen Theorie nöthige complicirte Rechnung, wie wir später sehen 
werden, sehr vereinfachen. Hier kommt es uns aber mehr darauf an 
zu zeigen, dass unsere rein formalen Rechnungen ohne jede Speculation 
zu denselben Resultaten führen, wenn auch manchmal nicht auf dem 
kürzesten Wege. — Die Complication macht aber dann in der Regel 
selbst auf die nöthige Vervollständigung der Methoden aufmerksam. 
tis 
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(Ui 0= oe a4 — &1,4) + ' 
De E +F ag? ao Haa H ) x + 
+3 (ao? 4390, + o A4 Ag ia) 
3 
ao? A, + A? ag Fas? gan + aias + 
+ {| +3 (ao? aao 024 Ge ag 0 + ge Gan Geck: E, 
+a?a,,a,,)+6ayana, 
(2) 0 = a (a, +a aş) + 
3 2 
Ae ga ae HAr Aa Fag us neg 3 HL 
+F 2 ao 4 03, F 2 ay dg ao 
2 
ge Ays Hag ago F as? ag F Q12Q,, + 
2 2 
e FH azas + aa, + eg AL, 
+2 [ao (a4 Q44 F as Gun + Ao tal H 
+a, (aiz a32 F Ayo 424) F Ag Ai Aag] 
(3) 0 = (ayat aas) + (ag Az, F A4 ArsF ay Agg Fair) XVH 
+(a,a,5+0Q 0,54 905044 Haroto 4 Q204334Q24Q23)2 H 


Durch das identische Verschwinden der Üoefficienten von 


x? erhält man aus ` 
0 5 SEN 7 1 Eng Y 
(0) a + gan = 0; (1) 0, = asi 
2 3 
i BA. wÉ 
(2) fe Sen gz ad? (3) li = adi 
Dann liefern die Coefficienten von x?’ aus 
5 6 
` tan D A DR IE 
(0) a EE (1) e. Beer Ss ) 
187 Mu | 286 a 
(2) Mayr KE Kä ai? (3) day = ESCH oi 


Man erkennt sofort das obige Bildungsgesetz für q > 1: 
g-1 
Ll«+:-5» 
o wb 
o ANE éi 


Die Convergenzbedingung ist wiederum analog wie oben 
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4 am! b 1 
Mod. A (4) <i, 
so dass, wenn man die Lösung einer Gleichung mit constan- 
ten ÜCoefficienten 
?+42:+4=0 
durch die obige Lösung ausdrücken will, dieses wiederum nur 
möglich ist, wenn 
ee 


Mod. LS 7 er? 
Zi 


ist. 


D. Zweite cyklische Gleichung. 
| Lo 2. 
Hat man ferner die Gleichung 
e" + Darse + €o =O, 
so wissen wir, dass die Wurzeln durch die mit A multi- 


plicirten circumplexen Functionen Dier Classe aus der O1“ Par- 
tialfunction 3'e! Classe | 


f£) = dn Egal + agt? + aga? + apt? p. 
dargestellt werden. Berechnet man, analog wie oben, aus 
Po= än F apt F ayt Lt: 

Pi = gel F ayt” F agt H 
Ps = QT? F yst! F agt” H 
P4 == agr? + Garg? -l Gan ET + Eh 

die Bedingungsgleichungen 

(0) 0 = pë +p? +P +P 20Pp, (P: Po HP? Pa) + aoo; 
Dim. = 5; G=0 (mod. 5), 

(1) 0 = p?p HP’ Po HPs Pi HP: Pi HIPP Ps Pi mar: 
Dim. = 4; G = 3 (mod. 5), 


(2) 0 = p? pi +P? Pi +P? Po HP: P ; 
Dim. = 3; G = 1 (mod. 5), 

(3) 0 = PP, + PIP ; 
Dim. = 2; G = 4 (mod. 5), 

(4) 0= p, ; 


Din. = 1; @=2 (mod. 5), 
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so erhält man nach Division der Gleichungen durch gewisse 
Potenzen von g’ aus den Coefficienten von g? 


1 
5 1,3 
IR (0) Ge = 00,05 (1) vr Ee oi? 
2 3 
A ‘ 1,8 
EE Ki Ce og 
dann aus den Üoefficienten von «'° 
6 
5 21.8; 78 Di 
ar RE PR = B aD? (1) -aa ai? 
7 
187 &,3, 286 ei, 8, 
(2) — e erlag 345 (3). our" ai? 
ete. Das allgemeine Bildungsgesetz für q > 1 wiederum: 
q—1 
HEES 
SE LS, 
PE? (+1! EE 
Convergenzbedingung: 


Mod. 4 (“I < 1; 


für constante Coefficienten 53%? = A,; Gun = Ap nur gil- 
tig, wenn 
ER 


Wi 


ege SE 


E. Dritte cyklische Gleichung. 
Lee A. 
Für die Gleichung 
2? + 501,282 + 0,0 = 0 
liefern, ganz analog wie oben, die mit ek 
f(a) aus 
WEE ma? + aat H agt’ H 

die Wurzeln der Gleichung, wobei aus den Bedingungsglei- 
chungen 


multiplicirten 
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(0) 0 = p +p’? +p + p+ 20 pp (PP FHP: Po) + oo; 
Dim. = 5; G = 0 (mod. 5), 


(LI 0 = P? PFH P” Pi F PP F Pa Po + 3PoPı Da Du — 81,22; 
Dim. = 4; G = 2 (mod. 5), 


(2) -0 = P? Pi +P? Po HP? Po HP: P ds, 
Dim. = 3; @=4 (mod. 5), 


(8) 0 = PiP +PP: 
Dim. = 2; , G = 1 (mod: 5), 

4) Uz p $ s ’ 
Dim. = 1; G=3 (mod. 5), 

die a Gruppenweise durch das identische Verschwinden der 

Coefficienten von x°, 210. «2°, ete. resp. bestimmt werden: 


s 2 ai eh a 
1,2, tr DH EE , 
ESTER TEN aT A: LA all ete 
Dësch) 
af ati.) 
& 
u 1,2 tas 
(au = e — fr g > E. 
1 CE Se 


Dieselbe Convergenzbedingung wie oben, so dass für con- 
stante Coefficienten die Lösung wiederum nur giltig ist für 


AN 
Ren 


©) 


F. Ii=4. 
Für die Gleichung 
2? + berg &, = 0 

liefern 

a; ra firsa); ra foa); ee; ra firsta) 
aus der vollständigen Hauptfunction 

f2) = a + art ag t a +0." ayat Ho 
die Wurzeln der Gleichung. Die a werden gruppenweise aus 


den Coefficienten von x°, æ', æ?, ete. der ausgerechneten Glei- 
chungen 
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(0) 0 = př +p: +H pŽ + p+ 209,22 (P P+ p? Ppi) + 80,0; 
Dim. = 5; G = 0 (mod. 5), 


(1) 0 = p? pi HPPP + P? Pot P? Pi + IPoP PPa — tnt ; 
Dim. = 4; G= 1 (mod. 5), 


(2) -0 = Di Deck P? Po HP: Ps + P3 P ; 
Dim. = 3; G = 2 (mod. 5), 

(83) 0 = MP, +PP ; 
Dim. = 2; G = 3 (mod. 5), : 

(4) 0 = Pi D 


Dim. =1; G = 4 (mod. 5), 
welche dann lauten . 
(0) 0= Lë + ao) + (4, +50 a5 +2000 a; a3?) 2 + 
De. e 
SCHUNG NEEN 
(1) 0= (a? a, — aı1)+ 
+a aHa aHa a0 +3008, laoa; +005)’ 
Hatan Hat as Hata Haa ` et: 
+3(@? gu lio F do’ a; a+ 1? a3 Geck: o." aya,+ 
Loggt 
+3 [aa (ayaza) +0za,(aya;+ a, all 
(2) 0=ay(a)’+aya,)+ay’a;+a,?a,taz’aztaz’a, @°+ 
+2 (a ga geck ga gu ag) 
Loagusckaëueckae as +a; geck a+ aa aa 
+a agt 2a (Q30,040;0,)+a, (aa Hasa) 
' + a; (a; ag + az &7)] 
(3) O= (ap az +a; gel + (aoas + a, a; +a, as Haz a5) 2+ 
+ (ao Guck gu geck ga AH ag aiH a astaga) Tt 
D Geng ` 9 E a o 


bestimmt werden 
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q—1 1 
(DREI i 


1 


Rn S D Ee? >). 


a, 


Die Convergenzbedingung ist wiederum dieselbe wie oben; 
und somit die Lösung für constante Coefficienten nur für 


er 
SER 
giltig. 


Die Entwickelung dieser speciellen Fälle wird uns in den 
weitern Abschnitten zu sehr einfachen aber nützlichen Be- 
merkungen führen. 


$ 16. 
Allgemeinere Gleichung Bic" Grades. 


Wir haben oben in zwei Beziehungen die p(x) als ganz 
specielle Fälle angenommen, erstens, dass 9, (2)=0; p;(£)=0; 
P(x) = 0, so dass eine trinomische Gleichung nur zurück- 
blieb, in welcher nur 2° und z auftreten, und zweitens spe- 
cialisirten wir die noch übrig bleibenden Potenzreihen 


gv Lë) und gute 
so, dass die Anzahl der von Null verschiedenen Coefficienten 
in denselben auf ein Minimum sich redueirt; nämlich in jedem 
o (x) blieb nur ein einziges Glied von Null verschieden. 

Mit der Frage über die Anwendung unserer oben ange- 
deuteten Methode: in jeder dieser Functionen noch eine ge- 
wisse Anzahl von Üoefficienten unbestimmt zu lassen und 
dann in der Reihe die Bestimmung so zu treffen, dass der 
Convergenzkreis erweitert werde, wollen wir uns in den wei- 
tern Abschnitten beschäftigen. Hier wollen wir dagegen vor- 
läufig die noch unberücksichtigt gebliebenen, anders gebildeten 
trinomischen Gleichungen, in welchen ausser 2° noch eine 
der Potenzen 2°, 2°, zi stehen bleibt, behandeln. — 

In dem letzten dieser Fälle ist die Summe aller Wurzeln, 
(also pı, wenn die Wurzeln durch r5 "7 f(r5x) repräsentirt wer- 
den sollen) nicht Null und dadurch scheint sich die Rechnung 
mit unsern Determinanten wesentlich zu complieiren; indess 
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lässt sich die complieirtere Gestalt der Gleichung dadurch 
vereinfachen, dass man die Resultate einer jeden in die vor- 
hergehende zweckmässig einsetzt. Die scheinbar sehr ver- 
wickelten Ausdrücke, welche man bei der wirklichen Berech- 
nung unserer Determinanten erhält: 


(0) D (P= HP HPH Hp 
— 5 (PP PHD PPH PPP HP: PPHP PPs) 
L [PPPH Pi Po PoF P? P PHP PoP: +P, 3p, pa] 
CR Dip 2p? +P; Ps 2p, +PP P: 2HPP PFPPP °) 
+5 [PoP PHPP PHPP; MS ENK? pp p] 
— Dipen PPs Pı =— Po (1), 

(1) Dinde [po* — p?p — p? Pa ~ ppi — pP, — 3P Pı Pı 

— AN P:P] 

Läim "nm Ln/nit 2 (Pi? Po Ps + Dou Dr Fa Daf, 


+P: PoP2)] 
— 5p, PPs Pı =Q; (x), 


(2) DO (p) =5[2 p" — 3 PoP: Pa —3 PPPs 
+PP +H P? Pit pi PtHP? Bake — P2), 
(3) Dä Live DË DN — P: Du Da Dale Lë, 
(4) Dn Luz Du PR), 
ordne man nach steigenden Potenzen von p), in der Gleichung (0) 
addire und subtrahire 159,9, PoP;Pı, ebenso in der zweiten (1) 
den Ausdruck 159,9,P;?,, dann wird man die Gleichungen 
schreiben können in der Form 
(0) O=p’+m’+P’+Pp 
+5(P1Pı — PPs) (Pi e Da Dua Dn HP: PA H Pol) 
+5po (PıPı +PP) 
— (P? PoP? Pa HPs Pi HP: P + 3PıPaP3Pı)) 
Fän (PPPs FP? Pi HPs Pi tP Po) 
— DD (PiP HPP) + Po’; 
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0=5l(p PHP Pa HP PHP? PeH 3P Da a Pa) 
— (Pı Pa HPP] + p: (2) 
— 10», [P P HP: Pi +P: Pi HPP] 
+ 15p (PiP +P2P3)— Dal: 
0=5[p: P +P? Pi HP? P + ppo 
— 159, (PP + pe Dal 10°; 
0=5 (pı Pı + P:P) 932) — 10p4°; 
0=gp, (2) + 5P. 


Daraus erhält man die Gleichungen in einer Form, in 


welcher die linke Seite [bis auf einen geringen Unterschied 
in (0)] ganz ebenso wie in jenen einfachen speciellen Fällen 
construirt ist, und nur in der rechten Seite erscheinen etwas 
complicirtere ganze rationale Functionen der ọ (æ): 


(4) 


(0) 


2, 


ppo +r p= paet, 


P? Ps FHP: Pi H P Pi FHP: P 
EN gail alt) gutt) p4 (£)? 
BR La m 


5 


Pi? Pa + P? Pi H P3’Pı +PP Län PPP, 


SEH GE yera, Ce ER ne 1L, guf 
52 


12 gail 
54 3 
PŽ +P +p + p, 
— (MM — Da P3) (Pi? P3 — P: Pı — P3 Pa HP: Po) 
=— po (t) + p, (2): DÉI — p, (2): YEE Leien, DI. 
5 
SA wi i 


Wir haben hier die Fundamentalgleichungen für den Fall 


l = 0 auf die einfachste Form gebracht; es leuchtet aber von 
selbst ein, dass man für.den allgemeinern Fall =]! die ge- 
wünschte Form aus der ‚obigen erhalten kann dureh Substi- 
tution von 
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Pı +; anstatt 9; 
und 


Dit (£) D Pk (2). 


Es ist somit allgemein: 


9,1%) 
(4) lg —, 


Pi, a (x) P; A > 


+2 
E back PigaPiy tH Pr psPi a t CSR Ee 
an 2 a 9, E IP 4 (2) Pı, 42)’ 
SEA + 3 5 — 4 Ty 53 H 
(lu CS + Pi4ePı at PitsPıpıt PiaPırst 


(x) P, 2 (2) (x) 
TT 1 ik a i S EK, 
Pi, Gs e 


2 
P, 32) 
e 


(3) Pipi Pipa + Pır Pips = 


4 


9,3 (x) w Ei (x)? 
éch 


—17 


SC 


(0). pig t Bas tPs T — Š (Piy Piy — Pi+2Pi+s) >< 
>< (D "a "Raa RR AE EN E 


(x) GË 
=— pno (2) tpr (2) pl) Ae H 
(x)? 1 
+ 91,5(2):- Be BR: 


Ein Blick auf diese Gleichungen zeigt, dass dieselben 
. linker Hand der Reihe nach folgende Dimensionen und Ge- 
wichte, respective Minimalgewichte der Anfangsglieder ihrer 
ausgerechneten Gleichung besitzen 
E Dim. = 1; G&=l (mod.5); Ming =l, 
(31) Dim. = 2; G= 2} (mod. 5); 
EN Dim. = 3; G = äi (mod.5); 
(1) Dim. = 4; G = 41 (mod. 5); 
(0,) Dim. =5; @G=0 (mod.5); 

Das Minimalgewicht des jedesmaligen Anfangsgliedes wird 


im Allgemeinen durch den Rest, den die Grössen 21, 31, 4? 
respective nach dem Modul 5 liefern, bestimmt. 
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Nehmen wir z. B. l= 4, so werden die Gleichungen 
lauten: 


9,4%) 

4) p= e ? 
P43 (£) p E 
3) Puff — +2 


(21) PoP: +P? Po + Pr Ps +P? P = 


E k d Eee 
(1) PÈP HP: +P? Po FP? P+ IPP PP = 
We TRAIT Dan P adake 
7 Pas) Pha (æ)? Pa, a)‘ 
echt Kli E, bt 3 


(0) př tr’ + p+ p — 
— 5 (PoPs — Di Dal (Po P2 — P? Po — P: Pa H P3 Pp) = 


(x) (x)? 
all Lët" Pala) a 
P44 (2)? 94,4 (2) 
kel: Zen ANE 
Hierbei sind offenbar der Reihe nach 
G = 4 (mod. 5), 
@ = 3 (mod. 5), 
G = 2 (mod. 5), 


G = 1 (mod. 5), 
G = 0 (mod. 5); 


GË ; | 
so dass GC im Allgemeinen die Gestalt haben muss: 
94,1(%) 
y T uat tat ur! , 
und somit 
P4, Ae BZ 


o a + 2010,02 + (af ot, u)" ++: å 
Die linke Seite von (3,) fängt mit dem kleinsten Expo- 
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nenten 3 an; der Coefficient von æ? besteht aber aus einer 


E n 94,3(&) 
Summe zweier Glieder (agag &; a), so dass für GC nur 


die Beschränkung vorhanden ist, dass es keine Exponen- 
ten besitzen darf, welche nicht congruent sind 3 (mod. 5); da- 
gegen ist keine Vorschrift vorhanden, welche Exponenten sie 
etwa besitzen müsste, so dass sogar ungehindert alle Coeffi- 
cienten identisch Null sein könnten. 

Ferner fängt g4.(@)” mit «},x'” an und eat), paa (2) 
im Allgemeinen mit «4,;5@,,%, während die linke Seite zwar 
mit x? anfängt; indess entsteht auch dadurch keine weitere 
Beschränkung für gail, als dass diese Potenzreihe keine 
Exponenten besitzen darf, welche nicht congruent sind 
2 (mod. 5); sie könnten aber auch alle Null sein, da das Glied 
mit æ? linker Hand aus einer Summe besteht a,?a,—+ a,?ay, 
woraus, wenn es Null sein soll, nur eine Relation zwischen 
Ay, Ay, a, entstehen würde, die durchaus in keinem Wider- 
spruch mit derjenigen, welche sich etwa aus (3,) ergeben 
könnte zwischen a,, @,, dg, @z, stehen kann. 

Dann fängt eat! mit ei, zl an, gail: Plz)’ im 
Allgemeinen mit a4; - a} 21 und gaatzlf mit ei, 27 und dann 
Pa2(%) - ua) mit Ga: «aag, während die linke Seite ein 
Glied hat, welches schon mit æ! anfängt und zwar ol, 
Sollen. nun a, und a, von Null verschieden sein, so muss für 
p4ı(x) ausser der Bedingung, dass es keine Exponenten be- 
sitzen darf, welche nicht congruent sind 1 (mod. 5) noch die 
Vorschrift bestehen, dass mindestens der Coefficient von oi 
von Null verschieden sein muss. 

Dann ist endlich das Anfangsglied von g44(x)’, bis auf 
den Zahlencoefficienten, «3 ,=°°, während 9,,5(2) - p4.(2)? mit 
ga: A42; Pa (2) Paa (©)? mit ous: @,@' und Pa (8): Paa (2) 
mike" anfängt; dagegen ist in der linken Seite ein Glied 
vorhanden, welches mit o 21 anfängt. Soll daher a, von 
Null verschieden sein, so muss in Q4o(%), wo kein Exponent 
vorkommen darf, welcher nicht durch 5 theilbar wäre, noch 
mindestens gu von Null verschieden sein. 

Nehmen wir dagegen l= 3 an, so nehmen die Glei- 
chungen die Form an 
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95,1%) 
(4,) P=-—-- = b 
a 93,3 (x) 934 (x)? 
UA) Art =—- +2 
(2) PPEP Pı HPE PFP Po = 
Da ta +3 Su Li Na es 


(13) PÈP Po Pr + PPP FHP? P än Daf Das 


Pi VS GÉIE 9: (2) Pz (2} 
E P3,1 EA fr ‚a gt e ai 
ez eu. 25 ver. bt 7: Ps, a 


(03) pë-Lp-knikni-- 
—5(P, PR Dun (PEPI — Po Pa — P? Po FHP? Po) = 


P34 (2) 93,4 (2)? 
= — ps olt) + psa (2): "ie — psala) + 
93, "eg P3 4(2)’ l 
+ 93,3(8) - SE EE 


Soll a, von Null verschieden sein, so muss dfe dritte 
Partialfunetion 5'e Classe gaz mit dem Gliede eil ai an- 
fangen und das Quadrat desselben wird [e®)]’x"; da aber die 


Gleichung (3,) linker Hand ein Glied besitzt, welches mit a,a,& 
anfängt, so muss, wenn «a, und a, von Null verschieden sein 
sollen, in der ersten Partialfunction fünfter Classe ps, (x) der 
Coefficient des Anfangsgliedes «{?) x von Null verschieden sein. 

Ferner fängt dann 9;,4(&)? jedenfalls mitg’ und p3,3(2)-3,1(2), 
wenn die obige Bedingung erfüllt ist, mit x! an. Aber da 
die linke Seite von (2,) mit a,(a,? + apa, xt anfängt, so 
könnte auch o = 0 und somit eil =O und dabei a, zu- 
gleich von Null verschieden sein und es wäre doch für @3, (&) 
keine andere Beschränkung, als dass kein Exponent darin 
vorkommen dürfte, welcher nicht congruent wäre 4 (mod. 5); 
wohl könnte aber eil = 0 sein. 


Die linke Seite von (1,) hat das Anfangsglied a,’a,x?; 
in der rechten Seite sind es nur die zwei Functionen 93,5 (x)? 
und gail, welche ein Glied mit x? besitzen können, alle 
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übrigen beginnen mit höheren Potenzen. Es muss somit 
entweder aD) = 0 sein, oder es muss in der zweiten Partial- 
function 5te Classe 95, 1) der Coefficient eil von Null ver- 
schieden sein, wenn nicht a, = U sein soll. 

In (0,) hat die linke Seite ein einziges Glied oz, wäh- 
rend rechter Hand nur in 93.(x) ein solches Glied noch vor- 
kommen kann. Soll daher a, = O sein, so muss gaz) mit 
ell anfangen; bei allen hier als Beispiele angeführten Schlüs- 
sen ist natürlich vorausgesetzt, dass die verlangte Potenzreihe 
nach ganzen Potenzen fortschreiten soll. Wir werden in den 
weitern Abschnitten uns das Problem stellen eine systematische 
Methode aufzufinden, nach der man auch die weitern Be- 
schaffenheiten dieser Potenzreihen direct auf ähnliche zahlen- 
- theoretische Untersuchungen zurückführen könnte. 


S 17. 
Andere specielle trinomische Gleichungen 5° Grades. 


In dem speciellen Falle der trinomischen Gleichung 
Dier Grades können somit ausser dem oben analysirten Falle 


d) 2 Louisa + Po) = 0, 
auch noch die drei andern Fälle 

a) Html) + MR) — 0, 
b) e + 9,58) si + 9,0(2)= 0, 
€) e" + Pal) si + 9,02) = 0, 


direct aus dem obigen allgemeinern durch Specialisirnng der 
g(x) hergeleitet werden. 
a) Hat man z. B. die Gleichung 


25 zu 52,02? E A0,5X° En dÉ 
also l = 0 und É 


p(z) = 0; 9a) zs US p(x) = Daa": 


9,@)=0; (2) = 4,50, 
d. h. es sind 


(4) Po = Q, 
(3) PM P:P; =0, 
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2) PPPs HP? Pi HP Pi HP: Ppe=— A258, 
(1) PPHPP HP? Ppi HPPP +P PhP p=, 
OD A tata FE 
— 5 (PiP Dal (P? Pa — P? PPs PHP P) =— hosa. 


Setzt man in der Gleichung (— x) anstatt x, so verwan- 
delt sich die Gleichung in 


en — Ď Aas gz? — los = 0; 


da aber die Gleichung in der Umgebung von æ = 0 inner- 
halb eines gewissen Kreises für jeden Werth von x befriedigt 
werden soll, wenn Z = f(x) gesetzt wird, so muss die Glei- 
chung auch für f(— x) innerhalb jenes Kreises befriedigt 
werden; es muss daher f(— 2)’ = — f(x) sein: d. h. f(x) 
muss eine ungerade Function von = sein, oder in unserer 
` Sprache: f(x) muss eine erste Partialfunction zweiter 
Classe sein. (Die directe Berechnung ergiebt dasselbe Re- 
sultat, nur auf etwas umständlicherem Wege.) 

Es ist also ausser pọ =(0 noch durch die Gesetze der 
simultanen subordinirten Partialfunetionen (I. Abschnitt; vgl. 
Vortr. d. Verf. zu Baden 1879 III und Vortr. zu Salzburg 
1881 $ 1, E) bekannt, dass unsere Partialfunctionen Dier Classe 


Di: P52, Daa, P5,A 


aus einer ersten Partialfunction zweiter Classe eigentlich 
Partialfunetionen Liter Classe der ursprünglichen Hauptfunc- 
tion sind und zwar müssen sie in unserem Falle auch nach 
der Partialisirung nach ¿ (mod. 5) noch erste Partialfunetionen 
2ter Classe bleiben, so dass die Exponenten e zwei Üongruenzen 
zugleich befriedigen müssen, nämlich: 


€ = 1 (mod. 2), 
e = i (mod. 5). 
Da nun 2 und 5 jedenfalls relativ prim zu einander sind, 


so ist die simultane Befriedigung immer möglich. In der 
That hat man resp. 

oi: Dua": Pıo,3, Dua: 
also: 


H. ScHAPrIRA, Cofunctionen. T, 2. 12 
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ms Ou Fat! H att +. ss ț pior 

BGE F a + aa + = Dn 

Ps = Q2? + aa? + age” + = Das 

Pa = 00° + agt" + ayga” + = Da: 
in welchen sich jetzt die Ordinalindices paarweise zu 10 er- 
gänzen, anstatt dass sie sich sonst zu 5 ergänzten. Da die 
Exponenten so schnell jetzt steigen, so werden schon die 
ersten drei bis vier Glieder ausreichen, um die gesuchten 
Coeffieienten bis zu einem bedeutend hohen Exponenten be- 
rechnen zu können. — Die obigen Gleichungen nehmen die 
Form an: 


(0) 0= (a è+ hop) %° -- 
+ [a +5Ca,!a  —a,’a3a,+a,’az’a,))@’ H 
(1). 0=a (a+ a,?a7) 2" + 
+la’a7+3a/°a,, eck Za a1; 
+a’ ai +34, az aga] 


x +... 


2) O=la?’a + das) 2 + [a az tag Ha a |’ + --- 
| +2a,aya,,] 
3) 0—=(a,a+a3a,)2 "+ [aa Foul STE: 
+ 434,7 + aiga] 
Aus dem Coefficienten von x° erhält man 
: . Ag; 
in (0) Pol, nl) — 
aus den Üoeffiecienten von x! 
D da? a Qt d 
in (1) a, = — 78; in (3) a = an 
aus den Coefficienten von x! 
: H a, ` 28 oi 
in (0) au = Ce Pr Im 2) gu = T Ss? 
und aus dem Coefficienten von x? 
A 117 a 3 151 a,’ 
e ON an= E m) aw E 
etc. etc. 
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Hier sind die Gruppen zehnter Classe; zur ersten Gruppe 
gehören die Grössen o, dz, Ay, dai zur zweiten Out, dig, Aim ua? 
zur dritten ` Ou: day, Q7; Gan ete. Das allgemeine Glied hat 


die Form 
H q—1 


pf eı+:-» 9 


q 
1 a3 Soli 
da FE a = — —— Hr q 
a+ q! od") 


und die Reihe ist convergent für 


Mod. at < Mod. (— 4): 


22 . 35-a’ 

Es ist nämlich auch hier der Quotient zweier aufein- 
ander folgenden Zahlencoefficienten Nun : Nag+ı der Partial- 
function 10'e Classe ein endlicher Ausdruck von q, und 
zwar besteht wiederum sowohl der Zähler als auch der Nenner 
aus je vier linearen Factoren nach o, so dass man wiederum 
Zähler und Nenner durch o? dividiren kann: 


Noop _  (24+6)(24+1)x (34—1) (84 +4):3 
Noppa (a+ 1) (g+ 2)>x< (g + 4) (0+5) 


— C+9)e+)=G-DC+)e 
TOE R a 


und wenn man zur Grenze q = œ übergeht: 


e, Zeg 1 22.38, 
=œ “"2g+l 


Für eine Gleichung mit constanten Coefficienten 
?’+4A2.°+4=0 
hat man nur die Werthe 
Aa ses Daer  , hs 


einzusetzen und man erhält die fünf Wurzeln durch die obige 
Reihe, so lange die Bedingung erfüllt ist: 


Ar) 
Mod. (EY <(- 37. 
ER 


12% 
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Genau dieselbe Bedingung (Discriminante) würde man 
erhalten für die übrigen vier cyklischen Gleichungen des 
Systems, welche in 

2° + Pu2(@) 2° + Pole) = 0 
enthalten sind für 
I=1,2,3,4. 
b) Hat man die Gleichung 
2 + 9,358) 2 + 9,0%) = 0, 
so haben 9,4(2), P1,2(x) und gut) die speciellen Werthe 


p, a(2)= 0, Mal) =0, la) =0, 


also: 

(4) Dress 0, i 
Pı (£ 

(3) Pipi Pa + Pire Ps = — S, 


(2) Dir Piys + Piye Pra + Pis Pipa + Pij Pipe = 0, 


(1,) Piy Pite + Pito Piya + Pigs Pırı + Piya Pits 


gin (2)? 
Län Pi+2 Pips Pipa = GES 


3 


(0,) Pipi + His SR Pigs + Piya — 5 (Pipi Pıta — Pie Dua) 
>x< (Pipi Pis Weg Piro D — SET E FPP) = — P, o (2), 
Für den speciellen Fall ? = U erhält man somit, wenn 
die Bedingungen: 

Po,3 (X) = Das 2° + (höhere Potenzen von %5) + 
P0,0(%) = uos £ + (höhere Potenzen von z5) + - -+ 
welche sich aus (3,) resp. (0,), falls die gesuchte Haupt- 
function nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten soll, 

unmittelbar ergeben, wirklich erfüllt sind, aus (2;) 
0 = a, (a? + a,a,) © + (höhere Potenzen) + > + 
und aus (1,) 
Z 0 = a,’a, £’ + (höhere Potenzen) + -+ +, 
während aus (0,) folgt: 
0 = (ot? + aal x + (höhere Potenzen) + - -- - 


Ist also wo; und somit a, von Null verschieden, so 
muss 


- 


www.rein.org.pl 


Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 17. 181 


4,=(0 und zugleich a, = 0 
sein. Dann folgt aber aus (4 
0 = (a a; + Haal © + (höhere Potenzen von z) + - - -, 
wenn u5 von Null verschieden ist, dass auch a, von Null 
verschieden sein muss. Ist noch specieller 
Us, 10 = Usi ae 0; 0,100, e 0, 

also: 

90,3 (X) = Duss 25, 

gu all = Ws, 
so kann man die obigen Schlüsse auch hier in ganz ana- 
loger Weise anwenden. Setzt man nämlich in unserer 
Gleichung 


ri anstatt =, 


so erhält man: 

+ ri. Du pae rE det; 
weil aber z, = Pl? 3) die Gleichung befriedigen muss, wenn 
z = f(x) sie befriedigt, so genügt z = f(x) der Gleichung 


für jeden Werth von x in der Umgebung von 2 = 0, wenn 
die Bedingungen 


(1) (ei) = fl y = fo)? — 2 
und 
(2) (z 43 5 = f(r g = v3 f(@)5 = vie 


erfüllt werden. 
(Vergleicht man diese Beschränkung mit der obigen, 
wo f(x) eine ungerade Function sein musste, so erhellt un- 
mittelbar, wie zweckmässig und natürlich es ist, die Ver- 
allgemeinerung des Begriffes der geraden und ungeraden 
Functionen, welche in den zwei Functionalgleichungen 
F(— x)= F(s), 
F(— 2) = Ei 

durch die n allgemeinern Functionalgleichungen, welche in 
F (ræ) = $ F(x) | 


enthalten sind, einzuführen. Die von uns an anderer Stelle 
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gebrauchte weitere Verallgemeinerung zeigt sich ebenso zweck- 
mässig und natürlich.) Ist nun f(x) = F,,(x), so ist nach 
(2). (mp. 32). fix)” = Ra LEI = Yn,mi(X), und unsere Be- 
dingungen (1) und (2) werden offenbar zugleich befriedigt für 

n=} undiel, 
aber auch nur für solche Wertle. Denn für m = 3 erhält 
man aus (1): 

3i + qn = 0 (mod. 3) 
und für m = 5 aus (2): 

5i + pn = 2 (mod. 3), 
also »==0 (mod.3) und 2i=2 (mod.3), oder i=1 (mod.3). 
Soll aber a, = 0 sein, so muss ¿= 1 sein, und weil a, = 0 
ist, so kann auch nicht n > 3 sein, also ist n = 3, es ist 
somit die gesuchte Hauptfunction f(x) eine erste Partialfunction 
öter Classe, wie behauptet wurde Die dann aus derselben 
gebildeten Partialfunctionen Duer Classe sind also, als Partial- 
functionen einer gewissen ursprünglichen Hauptfunction, solche 
15'e Classe. Auch hier ist es immer möglich die zwei Con- 
gruenzen e=1(mod.3) und e=i(mod. 5) zugleich zu be- 
friedigen, und zwar hat man in der That respective: 


DA = fisa (£) = qax! + guef + agt’! +s, 
Psa = foala) = qyr! + agt gail LE 
Ps2 = fisa (£) = 0% + ayt? + ag pn, 
Ps = fisas (2)= aja 217 + agt + age Hen 


welche, in die obigen Fundamentalgleichungen eingesetzt, 
die Bedingungen liefern: 


(3) 0=(a,a,+435)2°+ (a, a, ga gue Far ajg) 
+0,03, F ais Aig F agi y | @® + -- 


+ a; das F 494,3 


2) 0=a,(a,’+ a,a,,)|x' 
+a; a, 
Ha? aas F ara Haay + Q,?ay 


+2 (a4 a16 a13 F A; Aa A1 + Q, Aig gel 


a pH.. 
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(1) 0O=(a, a; — uss) 20+ aai + aa, taa,|2° E, 
Läofoiegts +30; 474,34, 


AU 0= (a, + uos) 25 
5 
Vi (atant RK —a a,m ta taa; — aa, a7) 
+a,’ + 5 (aag F aat dig — 0’ ay dag 
+a,a,a,?a,,+ a; a,” ai gu A4’? Aaa) 
— 10 (a,? a4 0,543 — 04° Q4 4,4 2 
9 ... . 
+a a,’ a; 4,9 — 4,’ ai) et 
— 5 (Q Aig F a, aig — A745) X 
x Lë us — A7’a, ode 


Aus den Coeffieienten von x? erhält man zunächst: 


Daa, 


in (0,) a, = _ — Dos: in EW Ou = — a 7 


dann aus den Coeffleienten von x! 


. Us; a 
in (1o) = EE 
und aus dem von zi? 
4 
= Us; a, 
in (2 u e, EEN E 
( 0) Ou Ou ais 


Ferner aus den Coefficienten von x? 


; 11 a9, ` 21 od. 
in D gess 5 af’ in (3o) gu = 5a 
dann aus dem Coefficienten von œ? in (1,) 
68 ay 
ae Te oi 


und aus dem Üoeffieienten von x°° in (2,) 


Ebenso aus den Coefficienten von x°° 


; 2002 a4! S 4408 a4"! 
in (0) Gau = — SÉ ap? in (39) ay = + D aq? 


ete. ete. Das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoeffi- 
cienten ist 
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p-1 
B apito: D 


an = — 


We EE 

der Quotient zweier aufeinander folgenden Coefficienten der 
Partialfunction 15te Classe hat nach Division von Zähler und 
Nenner durch 9° die Gestalt: 


aen „ Di Zen Dir ebe Dit 5) 


Ten" IR ` 


so dass sich für pe œo der Grenzwerth direct ergiebt 


A a 5 
lim 2HE ein 39.92. 9% e 


, 
p= o Bas Lu a 


also ist die Reihe convergent für 
Mod. EAR = Mod. Ce 


und liefert dieselbe für jeden Werth von æ innerhalb dieses 
Kreises die fünf Wurzeln einer Gleichung mit constanten 
Coeffieienten 

+4? + A = 0, 


so lange die Bedingung der Discriminante 


erfüllt ist. 
Dieselbe Discriminante erscheint für die übrigen vier 
Gleichungen des cyklischen Systems, welche für l= 1,2,8,4 in 


g + ps (2) 2° + puo (2) = 0 
enthalten sind. s 

c) Hat man endlich die le cyklische trinomische Glei- 
chung, in welcher der Coefficient von zi von Null ver- 
schieden ist: 


2 + pra (2) 2! + Puo (2) = 0, 
so dass die drei aufeinander folgenden Coefficienten 


ga) = 0; p,2(£)=0; Pl) =O 
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sind, so braucht man wiederum nur diese speciellen Werthe 
in den allgemeinen Fundamentalgleichungen in $ 16 einzu- 
setzen. Nehmen wir diesmal Z= 1 und setzen noch der 
Einfachheit wegen 


91,1(&) = DAT: 
91,0(%) = v0, 
so erhalten wir die einfachen Bedingungsgleichungen: 
(4) Pı == Af 
8) P2 Po + P3 P4 = + 20 a, 
2) P Pi F Ps Pa F Pa Po + Do Ps = — Aw, ZC, 
(ll PPs + Ps Po + Pi? Po + Po’ P FPPP Dee HT i, 
(0) PË HPE HPHP 
— 5 (PaPo — Dal (P? Pa — Dal Po — P: Po Po P3) 


SCT E 
— WÉI Zu, e, 


Ein Blick auf das System der Gleichungen genügt, um 
zu bemerken, dass diesmal die Anfangscoefficienten der 
einzelnen Partialfunctionen 

Ag, U, Ay, Ga: Ou 
alle von Null verschieden sind, wenn Au: und voo es sind; 
man nimmt daher in diesem Falle eine vollständige Haupt- 
function, in welcher nur die Grössen ds) = U sind für 
q > 0, sonst aber alle von Null verschieden sind. 

(Dass in der ersten Partialfunction p, der erste Coefficient 
a, = vı,ı diesmal von Null verschieden ist, während alle 
übrigen verschwinden, das liegt daran, dass wir es diesmal 
nicht mehr mit der Reducente zu thun haben; in allen 
früheren Fällen, wo wir es mit trinomischen Gleichungen 
zu thun hatten, in denen der Coefficient von 2”-1 Null war, 
konnten wir das feste Gesetz bemerken, dass die Coeffi- 
cienten irgend einer zugehörigen Partialfunction 
entweder alle verschwinden, oder alle von Null ver- 
schieden sind. Es ist sehr bemerkenswerth, dass diese 
charakteristischen Eigenschaften zugleich den Functionen, die 
Wurzeln jener Gleichungen in der oben angegebenen Weise 
darstellen, als auch gewissen periodischen Functionen ge- 


www.rcin.org.pl 


186 Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 17. 


hören. In einem späteren Abschnitt werden wir davon 
weiteren Gebrauch machen.) 

Die wirkliche Berechnung liefert dann nach Weglassung 
in (3,), (2,) und (1,) respective der Factoren x?, x? und ai 


3) 0 = (4,4, — 20? ,) + (aoa +a,a,+ aza,) a” + 
+ gege F ogge + aroa | £" + 
+ A309, + ge a, 


+ aoir F 4; gust gu ges + ais Oe 
+ 43044 as ag + aiga 


2) 0 = (aa, +41} ) Hao a + ar a+ az a, +a? aule + 
+2a,4; ag 
Fw’ tt 05’ as + a ag + agar + a a; |2 + 
+2 (ao 4549 F ao ua ta F Ar 07 Geck ga gea 
F 4,4949) 


x’ peo 


(lu 0 i (aoa, SCH Tv, + KÉN P + Aa + Oe Ou x’ + 
+3(ay a4 l; F a Ag Ay o) 
+ ay dg + a? a; F aa; + l Aya re 
+ 3(ay?a,43 + 43? Ag Ay + Ay A, Ay) 
+3 (a5? y a4 H00? Aig A4) 


+3[a, a,(a3a9+a, ag)+a; a, (a,a;+a,a,)) 
0) = (aè + vo, o) + (50a Dag gsga H40} Ja + 


1 Sen 
4 aa fo? 5 Za? Er 
+5[a, aut 2a,’ a, +F z 02” F loaz” ag 
"EK 202 
Ag’ Ga Oe a, a, Gaata, 
— Gel da Ag — Ay? Qg ly — 3 lo? Ga Qg a; | 


Es folgt nun für die Grössen der ersten Gruppe aus den 
Coefficienten von A 


i í r 

in ()) @ = a? in) nass: a, ; 
3 4 

E v1 x Tvi > 

in (2), os Te Ar "Gë a 
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dann für die vier Grössen der zweiten Gruppe aus den Coeffi- 
cienten von A7 


` 7 
r 4 Ei. ae i 228 Yi 
in (0) we — a RL = ea 
897 71,1 2244 ®ıı 
w (2) m Sec? in (Y) =+ a 


und ferner für die Grössen der dritten Gruppe aus den Üoeffi- 
cienten von gt? 


10 10 

in {Ö 17988 ATE rer Da. 

im (h) one an bE a ene 5? gd ? 
12 12 

(8 121771 mi _ 13.17-19.29 11, 

in (3) ap "Ce Cu EE T 


ete. etc. Der allgemeine Zahlenceoefficient hat, wie aus der 
allgemeineren Formel in Capitel II $ 6 direct herzuleiten 


ist, die Form 
ES 
Bi CET EIERE 


NN I 


und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend 
einer Partialfunetion Dier Classe der Hauptreihe hat nach 
Division von Zähler und Nenner mit op die Gestalt: 


au bi ba Deelt ect HA, 
` "`" Aaf Zait Defi "7" 


so dass der Grenzwerth sich wiederum direct ergiebt: 


5 
u S v 
lim HE g5 = 44. 11 1 g5 
den % "e 
und die Reihe ist convergent für 
a, 
Mod. o < Mod. —— 


3 
éi 
WÉI 


und somit werden die Wurzeln von der Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten 


+48 + A ss D 
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durch jene Reihe dargestellt, wenn die Bedingung 


GI 


Mod. 4! A 


erfüllt wird. 


2: SA 
Darstellung der Wurzeln ausserhalb der Convergenzkreise 
der obigen Reihen. 


A. Eine Hauptfunction f(x) soll durch ihre circumplesxen 

Functionen dritter Classe drei Wurzeln liefern, während die 

zwei circumplexen Functionen zweiter Classe einer andern 
Hauptfunetion die übrigen zwei Wurzeln repräsentiren. 


a) Wir haben bis jetzt verlangt, alle 5 Wurzeln der 
Gleichung sollen durch die cireumplexen Functionen Dier Classe 
‘einer Hauptfunetion repräsentirt werden. Modificiren wir 
nunmehr in folgender Weise die 

Aufgabe. Wie müssen die Coefficienten p(x) in der 

Gleichung 
F(a2) = # +g, (2) 21+ ps (2) 2+ p (2) 2 
+g (2): +p (2) = 0 
beschaffen sein, damit die zwei circumplexen 
Functionen zweiter Classe (r,+), oder 
auch te = Co, Co für hy, = 0,1 einer als ge- 
geben vorausgesetzten Hauptfunction 
Sen tyr nr H ty 
zwei Wurzeln der Gleichung F'(z,x) = 0 in 
einer gewissen Umgebung von æ =Q liefern, 
während für dieselben Werthe von x die drei 
eircunplexen Functionen dritter Classe f (r, x), 
oder auch Cy, Ci; €, für bas 0, 1,2 einer 
anderen Hauptfunction 
3 fd) tr +++: 
die drei übrigen Wurzeln innerhalb desselben 
Gebietes geben sollen; respective, wie müssen 
F(x) und f(x) beschaffen sein, wenn die g(x) 
gegeben sind? — 
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Auflösung. Zunächst ist klar, dass die Summe beider 
circumplexen Functionen zweiter Classe (æ), X (— x) mit- 
sammt der Summe der drei eircumplexen Functionen dritter 
Classe f(x), f(r32), f(r, x) zusammen für jedes x den mit 
(— 1) multiplieirten Coefficienten von 2) liefern müssen, 
dh es ist: 


(o t e) + (o Fe + ea) = —- pl); 
da aber nach den Fundamentalsätzen (co + c) = 29, und 
Co + & + & = 3p, ist, so bekommen wir die Bedingung: 
(4) 2p +39 = — Pl). 
Ferner ist die Summe der Producte zu je zwei von 
(93 43 69, Co Ge Identisch mit 


Been (co 7 Sr Lë Le F e) Fiti E Cot F iit) 


Po Di Po Pr 
= 2.34.» 3 : 
Di Po + che Dy 9 |’ 
also hat man 
Du Di | Po Pz - 
3 GWP, 3 =— 
(3) Pi Po F 6p Po F |p, Do p; (2). 


Dann ist die Summe der Producte zu je drei von Go, Co: 
Cr 4, %, genau: 


- Co Cita F (to F t1) (Coti F Cot ta + a) ta + ©) 


| Po Pa Pi Do Pa | | Po Yı | 
= Pi Po Pá |H Dal E bla |? 
| Pa Pi Po Er SC 
und somit ist 
ae m P | EAT 
(2) | Pi Po P Im, ; "(kän gr [= > pala). 
Pa Di Po Pi Po Pi Po 


Analog: ist die Summe der Producte zu je vier von 
Co» C13 Cos Cis C2 


Gdëy ës (Co F Col F (CoCr + CoCa F Cita) Coti 


Du Pa Pı PRP Wp 
= 2| Pi Po Pz |P} +3 Le? che 
Dr Pi Po EN ie 
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also hat man: 


| Po Pa Di 


(1) 2 Po | Pi P P | +3 Be i Pi Ai p, (x). 
| Po Pı Po E 
Endlich ist das Product aller Wurzeln 
Co * Dr Co © Cy * Ca = Lia: C1) (Co © 6: C2); 


und somit hat man die fünfte Bedingungsgleichung 


Po Pe Pı 
Pı Po Pr 
Pa Pı Po 
Aus (4) ergiebt sich, dass p,(x) nur solche Glieder be- 
sitzen darf, deren Exponenten entweder die Congruenz 


(0) 


` S Al Po (2): 


(w) &, = 0 (mod. 2), 
oder die Öongruenz 
(w) & = 0 (mod. 3) 


befriedigen. Die Coefficienten der ersteren sind identisch 
mit den entsprechenden in 2y, und die der letzteren mit 
den entsprechenden in 3p, allein; die Coefficienten solcher 
Glieder aber, deren Exponenten beide Congruenzen zugleich 
befriedigen, (die also zur subordinirten nullten Partialfunction 
zweiter aus der dritter Classe, oder umgekehrt, oder auch 
zur nullten Partialfunction (2 . Aer = Dir Classe gehören), 
die sind identisch mit den entsprechenden Coefficienten in 
der Summe 2%, + An, 

b) Für die Reducente, wo p,(x) = 0 ist, müssen beide 
Hauptfunctionen so beschaffen sein, dass die Üoefficienten 
derjenigen Glieder, deren Exponenten beziehungsweise eine 
der obigen Congruenzen (w,) oder (w,) befriedigen, identisch 
verschwinden; dagegen bleiben diejenigen bestehen, deren 
Exponenten beide Congruenzen zugleich befriedigen; es brauchen 
also die Grössen 

WITT E CET Mk 

Hu: Mon uns "rn Woon"? 
nicht einzeln Null zu sein, wohl müssen aber, wie aus der 
identischen Gleichung 
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(£) Uz 2, +3, Last 3a) r + Êa +30) + 
folgt, die Bedingungen 
206, +3a,=0; (a=0,1,2,3,---, ©) 
bestehen. — Bleiben wir nun bei diesem Falle stehen, so 
haben wir 
= zs 5 Po: 


c) Nehmen wir noch der grösseren Einfachheit wegen 
an, es sei auch 
] P3 LÉI = 0, 
was man bekanntlich immer durch Auflösung einer quadra- 
tischen Gleichung erreichen kann, so werden wir aus (3) 
den Werth 


; Du P A 
(3) " |=6p? + 3P, P 
Di Po 

in (0), (1) und (2) einsetzen können und bekommen: 
Po P2 Pı | 

(0) 3| Pi Po Pa | (2P? pp = — Po (2); 
Pı Pı Po 
Po Pa Pı 

AN 3Po | Pi Po Po | — I (Po — P: Po) (2 P +PP) =— ul 
Pz Pı Po 
Po Pa D 

(2°) Pi P h | + 9P (P? + 2P1P) = — MR): 
P2 Pı Po 


Wir werden nun sehen, dass die drei Bedingungsglei- 
chungen (0), (1), (2) vollkommen ausreichen, um durch 
Auflösungen von lauter (allerdings im Allgemeinen unendlich 
vielen) Systemen linearer Gleichungen die Coefficienten der 
Hauptfunction f(x) durch die der als gegeben vorausgesetzten 
Reihen p(x), 9,(2), 9,(x) eindeutig (bis auf einen Coeffi- 
cienten, zu dessen Bestimmung eine binomische Gleichung 
ier Grades vorhanden ist) auszudrücken; während die zwei 
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Gleichungen ON" und (4) dann ganz analog Systeme von 
linearen Gleichungen (bis auf eine einzige binomische) liefern, 
um durch sie die Coeffieienten von % (x) durch die von f(x) 
(95 (&) und g,(x) sind ja in unserem Falle, als identisch 
Null vorausgesetzt worden) eindeutig auszudrücken. 

Hätten wir zuerst aus drei Gleichungen die p eliminirt, 
so hätten wir umgekehrt zuerst zwei Bedingungsgleichungen 
erhalten, um die Coefficienten von (x) durch die der p(«) 
zu bestimmen und dann drei Bedingungsgleichungen zur Be- 
stimmung der Coefficienten von f(x) durch die von (x) resp. 
der g(x). 

Durch Anwendung der oben schon oft wiederholten 
Schlüsse erhält man jedenfalls die analoge Beschränkung für 
die Coefficienten der gegebenen Gleichung 9, (2); 9, (X); p, (X), 
dass sie alle nämlich lediglich nur Exponenten besitzen 
können, welche mit den entsprechenden in den ausgerech- 
neten linken Seiten übereinstimmen. 

d) Wir haben in den obigen Beispielen immer an- 
genommen, die Hauptfunction schreite nach ganzen positiven 
Exponenten fort. Es ist aber bereits oben in Capitel IH 
$ 11 gezeigt worden, dass diese Einschränkung keine noth- 
wendige ist. Derjenige Fall nun, wo die Reihe lauter nega- 
tive Exponenten besitzt, ist direct aus den behandelten Bei- 


e GE ; 
spielen zu erhalten, wenn man g= - in der Gleichung so- 


wohl, wie in der Reihe setzt. Nunmehr wollen wir auch noch 
die Möglichkeit zulassen, dass die Reihe mit einem negativen 
endlichen Exponenten anfängt und weitere Exponenten um 
positive Einheiten zunehmend wachsen. Der umgekehrte 
Fall, dass die Reihe mit einem positiven Exponenten anfängt 
und dann immer abnehmend fortschreitet, ist aus dem eben 
erwähnten Falle wieder durch die Substitution von xz7! an- 
statt x zu erhalten. i 
Der Definition der Partialfunctionen gemäss unterscheide 
sich die Ordinalindices der aufeinander folgenden n Partial- 
functionen n" Classe immer um eine Einheit. Bezeichnen 
wir den Exponenten des ersten Gliedes der Hauptfunction, 
welche mit einem positiven, oder negativen Exponenten an- 
fängt, jedoch nach ganzen um positive Einheiten steigenden 
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Potenzen geordnet ist, mit Le, so dass die Hauptfunction 
die Form hat 


f+:(2%) = a4 £E + atem TEH + area? LL. 
so wird & offenbar der grösste negative, oder der kleinste 
positive Exponent der Reihe sein. (In der Sprache der 
Funetionentheorie würde das heissen: wenn man die Reihe 
mit &*® multiplieiren würde, so würde das Product für = 0 
nicht mehr verschwinden, resp. unendlich werden.) 

Die aufeinanderfolgenden Anfangsglieder von *) 


Der Bann Bos Bä Piept Pioa 
besitzen beziehungsweise die Exponenten: 
+38, +32e+3, +3:+6; +32.+35, 

unter denen die kleinste positive oder die grösste negative 
Zahl + & nur ein einziges Mal auftritt und das betreffende 
Glied hat die Form a? ci" (Es ist allerdings hier die 
Voraussetzung gemacht worden, dass a+.}ı und @+.13 von 
Null verschieden sind; sollte dieses aber nicht der Fall sein, 
so würden unsere Schlüsse, wie man leicht sieht, um so 
eher gelten.) Es tritt also ein solches Glied in der. Summe 
jener Grössen 


Pro F Piep T Pieta BB," Biet ` Piero 
wohl auf, oder nicht, jenachdem a+, von Null verschieden, 
oder der Null gleich ist. Addirt man noch zu dieser Deter- 
minante den Ausdruck 


9 po (Po? + 2P, P3), 

so bekommen dadurch gewisse Glieder andere Zahlencoeffi- 
cienten, die Dimension und das Gewicht der einzelnen Glieder 
ändern sich aber durch diese Hinzufügung durchaus nicht; 
so dass man aussagen kann: 

Besitzt die Hauptfunction, welche durch ihre drei circum- 
plexen Functionen drei Wurzeln der Gleichung für unseren 
Fall liefern soll, das Anfangsglied a+.%%°, so besitzt der 


*) Die hier gemachten Bemerkungen sind für die Glieder der 
ausgerechneten cyclosymmetrischen Determinante n'er Classe direct 
zu übertragen. 

H. SCHAPIRA, Cofunctionen, I, 2, 13 
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Coefficient von 2? der gegebenen Gleichung, nämlich 9,(x), 
das Anfangsglied RR Und umgekehrt. 

Ist also z. B. 9,(x) = 5A,,, x gegeben, so ist dadurch, 

das Anfangsglied derjenigen Hauptfunction f(x), welche drei 

dE 

Wurzeln liefern soll, völlig bestimmt, nämlich (As A x”. 

Nach einem Schlusse, der oben schon oft wiederholt wurde, 

heisst dieses, wenn ge, Lo) eine Potenzreihe ist, deren Expo- 

nenten Vielfache von ọ sind, so sind die Exponenten der 


Hauptfunction f(x) Vielfache von SZ 


Daraus folgt, dass p, und somit, auf Grund der Relation 


3 
Bure e Du: 


auch pọ lauter ganze Potenzen von x? besitzen. Schreitet 
eine Potenzreihe nach ganzen Potenzen von x* fort, so 
schreitet offenbar die nullte Partialfunction me" Classe der- 
selben nach ganzen Potenzen von 7 fort. Ist n = 2; 


n:A=0o,d.h.2/=og, so ist 1= $; d. h. in unserem 
Falle, wo p(x) nach ganzen Potenzen von æ? fortschreitet, 
muss (x) nach ganzen Potenzen von fortschreiten, 


weil p, lauter ganze Potenzen von g? besitzt. 
e) Was nun g(x) betrifft, so überlegen wir Folgendes. 
Es sei das Anfangsglied der nullten Partialfunction 


EIT 

so werden die Anfangsglieder von 
(w) Bian ` But Pisu’ Pte? Ba ` Phepai 

Bra, "Dr, "Bt "Frou 
beziehungsweise die Exponenten besitzen: 

+3 +9), äm teitä, +3urd)+r6; 
+3@+2)+3. 
Es sind nun dann folgende drei Fälle zu unterscheiden: 
ob nämlich 
€ = 0, 1,2 (mod. 3) 


ist. 
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1) Ist & durch drei theilbar, so ist offenbar e mit 3u 
identisch und die obigen Glieder haben dann die Anfangs- 
exponenten respective 


+4e, +4e+3, +4e +6; +4:2+3. 
Dabei tritt wiederum der grösste negative oder kleinste 


positive Exponent nur ein eingiges Mal auf. — Die Hin- 
zufügung von 


— IP — PP) CP? FP P) = — L8 pt H Ip? piP + IP 9? 
schafft nur das eine neue Glied 
ËM 

(Indem die ersten zwei, mit einem gewissen Zahlencoeffi- 
cienten behaftet, schon in jenen Gliedern vorhanden waren 
und ihr neues Hinzutreten nur diese Zahlencoeffieienten ändern 
können, und für unseren Zweck kann es höchstens von In- 
teresse sein nachzusehen, ob nicht der betreffende Zahlen- 
coefficient Null wird; nun waren früher die Zahlencoeffi- 
cienten dieser zwei Glieder 


Gy 1), resp. (— 3) 
und durch Hinzutreten von 
| (— 18), resp. (+ 9) 
verwandeln sie sich in 

(— 17), resp. (+ 6) 
also, wie vorhin, von Null verschieden.) 

Das einzige Glied, welches noch auf die obige Betrachtung 
von Einfluss sein kann, hat aber den Anfangsexponenten 
+4e-+6, so dass durch das Hinzutreten desselben unsere 
obige Behauptung durchaus nicht alterirt wird. 

2) Ist nun Let (mod. 3), so ist H3u=+.+2, so 
dass die obigen Glieder (w) respective die Anfangsexponenten 
+4:.+2, +4:2+5, +4e4+8; +4:+5 

besitzen, und durch Hinzufügung von 
Ip? nd 
würde noch ein Anfangsglied mit dem Exponenten 
+4:+2 
hinzutreten, so dass die obige Behauptung für die Summe 
13* 
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der Glieder (w) d. h. für die ganze Summe, welche (— 9, (<)) 
repräsentirt, nicht mehr richtig ist. 

3) Ist dagegen +&=2 (mod. 3), also t3u=+te+l, 
so haben jene Glieder die Exponenten beziehungsweise 

+4e+1, +4e+4, ttet; +4e+4, 
und das hinzutretende Glied 

Uni pi” 

liefert dann noch ein Glied mit dem Exponenten +4e-+4, 
so dass in diesem Falle die obige Behauptung für die Glieder 
(w) wiederum wie im Falle (1) auch für get) richtig bleibt. 
So dass wir aussagen können: 

in dem Producte 
Po P: Pı 
Pı Po Pa 
P2 Pı Po 
tritt der grösste negative oder kleinste positive Exponent unter 
allen Umständen nur ein einziges Mal auf; für die ganze 
Summe gx (x) gilt dagegen diese Behauptung nur für die 
Fälle 


Po 


+ = 0 (mod. 3), + £= 2 (mod. 3), 
in dem Falle aber, wo 
+ = 1l (mod. 3) 
ist, besteht der Coefficient des Gliedes mit dem grössten nega- 
tiven oder kleinsten positiven Ezxponenten aus einer Summe ` 
gweier Glieder, es ist nämlich: 
(Do, Eë 9a), , RT a 
In diesem letzteren Falle ist es wohl möglich, dass die 
Hauptfunction negative Exponenten besitzen soll, während 
p, (x) keine besässe; nämlich, wenn az, von Null verschieden 
ist, während die Bedingungsgleichung 


2 
Aitte F Sat = 0 


befriedigt wird. Nicht aber umgekehrt. 
Um noch einzusehen, inwiefern nun die speciellere Be- 
schaffenheit der Coefficienten noch von der näheren Be- 
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stimmung derjenigen von p(x) abhängt und inwiefern diese 
Abhängigkeit nicht etwa in Widerspruch stünde mit den 
Annahmen über die anderen (x), ist es noch nöthig die 
Entscheidung zu treffen, ob die Hauptfunction eine voll- 
ständige, oder sie selbst schon eine gewisse ir Partial- 
function mut Classe sei. Diese Frage lässt sich immer 
durch die zw befriedigenden Congruenzen genau beantworten. 
In unserem Falle, wo wir annehmen, dass @,(x) nach x? und 
Ld e 

somit f(x) nach z? und (x) nach x” fortschreiten müssen, 
wird es uns am bequemsten sein, die nähere Bestimmung 
von i, und n, durch die für 9,(&) anzugeben. 

f) Nehmen wir an, es sei @,(&) eine nullte Partial- 
function Der Classe einer Hauptfunction mit ganzzahligen 
Exponenten, so wird, falls z. B. | 

Sg 
af das erste Glied in (x) 
S 
0,5 vi? II HI H H p(x) 
ist und ausserdem die obige Annahme bestehen soll, dass 
5As,0X%% das erste Glied in p, (x) 
und somit 
(51a) r RR „ o TL) 
das Product (X(x) : 3(— ©) (A) - frx) - frai offenbar 
das erste Glied 
dn Diag wette 
2 
besitzen und es entsteht somit die Bedingungsgleichung 


2 ~ 
Yo ; 5 Ao p v L0H — Eon, 


woraus die Bestimmungen 


sich ergeben. 
Für den speciellen Fall z. B. 


g5 -- 5 Aawe .g° -I- uno = 0 
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ist einfacher: 

es U: = — 1 A = oo 

n STA 3 Eh 3 8 d 5 2,0 


Durch ganz analoge Schlüsse wie oben folgert man, dass 
dann (x) selbst eine Partialfunction 5' Classe einer Haupt- 
D 
function von x” und f(x) eine solche einer Hauptfunetion 
H 
von A" sein müssen, also hat man nach Berücksichtigung 
der obigen Resultate: 


ER: ZUR a: 
FL) =a of "ko Tt 5 Ha net 2 pHa., 
2 2 2 


D 40 9 
= ren D 

fa) =a, Zi +a 92 ta es +. 

3 3 3 


Setzt man die daraus folgenden Werthe für 


Po = aLe T e + au + Nigg OTRE + i, 
E CR Ho _ 210 
Pp =a o 2 +a 110% 2 Ha 210% 3 peee 
AE Ges 2 
und 
g 14e — 29 
Pı = Qo CA +a 140 % 3 Ha got 3 SS? 
3 ga RK? 
40 7109 Më ag 
Berg 00 "ta we "ta mr "ti 
D 3 3 


in die Gleichungen (0), (17), (2), (3), (£) ein, indem man 
zugleich die speciellen Werthe 

9 (8) = hoo, Pıla)= 0, Pla) = Die ze? 
berücksichtigt, so erhält man, wenn man der Einfachheit 


wegen in Du Pis P, zunächst Al = y; a, = b, und all- 

3 

gemein a. = b+, für einen Augenblick setzt und auf die 
Zi 


Indices symbolisch die entsprechenden Operationen wie auf 
Exponenten ausübt: 
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(0) 0= (3b,tb_4 + Au) +3 (b,b + 4b 3° Ab_uly 5 + 
F 20,802 
— 30, b 4b Fb A 


+ 3(b,1b_ aa + Abhä3b-Ah a at 
+ (45,?b_9 — 30,204) bin 
+ b, (4b? b_u — bib rba + Abia) bir 
+ 65,204. u+65,5_0(b,5_. — bu) b_u | 
+ bu Dh Jak 2040" al | 
(1) 0 = (bbs 30,024) + (b, b- +66)? bb TF 
E Dea E 3b OL) 
+65, bab- 
+ [bbs + 65, b—4b—s4 Lg der 
#355, +28 AR | 
+ (#2; + 35, (db, 6-14 — 2b_4 b_o))b_ ag | 
+ 3 (b240 + b,(b,b_10 + 4b-4b—14)) bis 
FILHO bobu — BK | 


2) 0 = (b? +54) + (3b,2b—i4 + 158, 0_4b_, + B,)y® 


+ 3b,29_ LIBAR Aha HE 
4 3(02, DEI ELE 
EB, Ask II Es 


I 


(Dabei ist die Gleichung (CU) durch 34° und OG) durch y? 
dividirt worden.) 
Aus den Coefficienten von y" erhält man nun 


$ » 2 
in (2) b3 = —,5 hsg; in (0) ba = gpa 
3b, 


in (1) b-s=— 5“, 


dann für die drei Grössen der zweiten Gruppe aus den 
Coefficienten von y% 
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3 


SCHEN, Au R 260 DI 
in db u=-+z37 ga a N) bs ES 
ge 1701 A 
m (EI Ba dere 


Ebenso für die Grössen der dritten Gruppe aus den Üoef- 
ficienten von y~? 


e 
$ e 35581 ba > 259160 ba 
in (2) bmg) bmt äs? 
8 
k ; 1948617 E, 
in (1) bs = — "e 7 ete. etc. 


(Durch eine Bemerkung über die Bildungsweise der 
Partialfunetionen dieser Funcetionen werden wir noch später 
ein viel leichteres Mittel finden, diese Zahlen zu berechnen.) 

Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form 


g—1 g—1 
Haan Pfs» 
i , 
N el)? EEE WE = ai SC 
Auch hier wächst die Anzahl der Factoren mit g bis ms 
Unendliche; indess erspart man durch das Princip der Cofunc- 
tionen es vollkommen, die Untersuchung des Grenzwerthes auf 
die Ausdrücke der Gauss schen TT oder der F oder der Weier- 
strass’schen Factoriellen zurückzuführen (vergl. die in Cap. II, 
$ 6, pag. 59 angeführten Abhandlungen von Westphal, Geb- 
hard und Mangoldt), indem der Quotient zweier aufeinander 
folgenden Glieder der Partialfunetionen 3'° Classe in unserem 
Falle nie mehr als fünf nach q lineare Factoren im Zähler 
und ebensoviel im Nenner besitzt; und zwar für g > 5 immer 
in der Form 


N su (g+ 159-9 Sg 59-9) (-8g- 11) 
N sp a+ a+) (a+3) x(— 2g 5) (24—22) 


EN (-5+)C6-5-I(- RR Heng Ae dE 
EIER (14) = ze (- e DI e 


so dass der Grenzwerth sich von selbst ergiebt: 


— a 
gece N sgp ee» 
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Die Reihe ist also convergent für 


Mod. (= a5 mei, oder Mod. E 1, 
SE 


oder auch, wenn man für y und b die Werthe wieder ein- 
setzt, 


220, 
T 2 23 — DÄ 
Mod. 3 at 1; Mod. EE et. 
(= Be A Sieg 5); A 


3 
Hat man eine Gleichung mit constanten Coefficienten 

so braucht man nur in der Reihe sowohl, wie in der ange- 
gebenen Convergenzbedingung derselben die Werthe 

Dis ge = SS An o = 4, 
zu berücksichtigen, um durch die drei circumplexen Func- 
tionen dritter Classe der Reihe f(x) drei Wurzeln der gegebenen 
Gleichung für beliebige Werthe von x innerhalb des ge- 


nannten Uonvergenzkreises zu erhalten, so lange die Be- 
dingung 


Ae 
Mod. (— 2)? GI SE 


ER 
Séi 

erfüllt ist. 

Diese Bedingung ist aber genau die entgegengesetzte 
von derjenigen, welche wir für dieselbe Gleichung 

2# + 4,2 +4, =0 

in § 17, o gefunden haben, damit die fünf Wurzeln durch 
die fünf circumplexen Functionen der dort angegebenen 
Potenzreihe, welche genau ausserhalb unseres Convergenz- 
kreises in der ganzen Ebene convergirt, repräsentirt werden. 
Die beiden Reihen sind also als complementär zu einander 
aufzufassen, indem sie zusammen die Wurzeln einer und der- 
selben Gleichung repräsentiren; die eine innerhalb eines ge- 
wissen Kreises und die andere ausserhalb desselben. 

Bemerkt man noch, dass auf der Peripherie des genann- 
ten Kreises beide Potenzreihen mit Ausnahme gewisser Punkte 


eu ATY INT 
eu! N’ I ag 
- WWW. rcin gp’ RAN 
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convergiren, so wäre die Auflösung unserer Hauptaufgabe 
für diese specielle trinomische Gleichung Dier Grades für die 
ganze Ebene vollkommen geleistet; denn die noch fehlenden zwei 
Wurzeln erforderten nur noch die Auflösung einer quadratischen 
Gleichung, die wir bereits in $ 12 durchgeführt haben. In- 
dess ist es schon aus der obigen Andeutung klar, dass es 
ebenso leicht ist, die complementäre Reihe für die zwei noch 
fehlenden Wurzeln in unserer (x) zu erkennen, respective 
die Coeffiecienten derselben genau zu bestimmen, 

g) Setzt man ferner die oben gefundene Form. von y 
und p,, nämlich: 


Po er ae "P -$ GËT 50 + A— 139 x e 4- EN 
e 110 ae 


LG TE SES | 
Deh of Tä ue FA ae +... 
2 2 


2 


und zugleich die nunmehr genau bestimmten Werthe von 
Pos Pi; Pa, welche übrigens in ihrer natürlichen Reihenfolge, 
ihrer Beschaffenheit nach, 9,, Po, 9, geschrieben werden 
müssen, nämlich: 


1.0 13 110 
SZ 44 0,0 KE 
a en LANE re en er 
(543,0)? 
35581 10,0 -7e 
EE AN "sf +, 
iii 8 
We A SE e 
ke? Ta ae ENEE 
(T 5ta)? (— bhae)? 
1 340 
259160 ` Zon -5 
+ sr Tossa P y a 3 
(543,9)? 
) LE déi j 3e 101 0,0 _ 250 
Po 3 (— 51,0) 35 (—54 jS 


8 

1948617 10,0 = 

EIS EEE U, ’ -13ọ FE. 
gr 51,8” d 


in die obigen Bedingungsgleichungen 
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r 3 
Ka pP = 5 Da 
(3) Wë 99 An, =0; 49°’+159,°+12p,P, =0 
Pi do) 
ein, so erhält man aus (4) direct: 
1 Mo 5 1701 Ayo 
Mon ai — et 
Po 2 (—54, al 2.3° (—54,,)° 
1948617 10,0 Ber 
ER A 


Man kann übrigens p, sowohl, als auch pọ im einfacherer 
Form schreiben, wenn man in der obigen allgemeinen Gestalt 


des Zahlencoefficienten 
g—i 


D (—5q+1-+1-3) 
N bot — u ERE ER 


bemerkt, dass für den Fall der nullten Partialfunction 3'e 
Classe, wo also 

— 5q + 1 = 0 (mod. 5) 
der Zahlencoefficient eben jedesmal eine gewisse Potenz von 
3 als Factor enthal"), Es wird dänn einfacher: 


12 AN 
2 1 0,0 STE 7 0,0 8 
We Deeg P TER E e" SES HS: 
3 (54,4)? 3 (54,,,) 
10,0 
TEE 
i (äis ell? 
un 
2 5 8 
1 20,0 7 20,0 11-32 Ayo 
Ste dE EE 80 SC ZE 180 ach 
We ae 2 (5,8 e Eau 


*) In den obigen Fällen, wo wir die Partialfunctionen 5ter Classe 
hatten, waren die Coefficienten der nullten Partialfunction durch ge- 
wisse Potenzen von 5 theilbar, aber in gewissen Fällen waren sie mit 
einem Factor Null behaftet. Hier aber kann kein einziger der Üoef- 
ficienten Null sein, weil die einzelnen Factoren mit dem negativen 
Werth (— 5q + 4) beginnen und successive immer um 3 zunehmend 
schliesslich den immer noch negativen Werth (— 2q — 2) erreichen, 
ohne dass also einer von ihnen Null werden konnte. 
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Um p, zu erhalten, braucht man nur noch die Werthe in 


4p? + 15p? + 12p,9, = 0 
eiuzusetzen; aus der durch x”? dividirten Gleichung 


A 2; 
0 = 2 BR: Ba vu — g7 5e 
2S — 51a o T = g Ge = Ph y 


H 


11 
gi D a-210 + 44-110 — 106 = Fa) hiet, 
Bi Ge 3 Fe wi 


2 


ergeben sich successive die Werthe 


2 
RES o,o LE. 0,0 
E PE A vm vu? 
2 2 (—5 ao)? 
13 
2 
1615 Wei 
Tas 27 AA, 
2 (— Biael 


ete. etc. Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form 


q—1 
(-5g-1+2%) 
DH: 


RE e EE 
bss ; b9 


so dass der Quotient zweier aufeinander folgenden Zahlen- 
coefficienten einer Partialfunction zweiter Classe derselben 


aus einem endlichen Producte von 5 Factoren im Zähler und - 


ebensoviel im Nenner besteht 


N sa _ (59-9597) (—59-5)(- 59-3) (—59—1) 


N 5-1 22 (+1) (a +I>x(—34—7)(— 39 —5)(—394—3) 


Se 


tar) 


EE ii i EEN 
E PIRA 22 (— 3)? d 


und somit 


q=% 


also ist die Reihe convergent für 
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5 13 
EE EN CR 
22: (— 9) (— 51, ,2°)’ 


also für (x), genau übereinstimmend mit der Bedingung für 

f(x), wiederum die entgegengesetzte Convergenzbedingung 

von der, welche wir oben in $ 17, a für die Reihe, welche 

die fünf Wurzeln derselben Gleichung liefern sollte, gehabt 

haben. 

Für eine Gleichung mit constanten Coeffieienten 

?+42°+4=0 

hat man somit, wenn 54,28 = A,; A, = A, gesetzt wird, 

ebenfalls die complementäre Lösung für 


Auf Grund.der obigen Betrachtungen wird es von selbst ein- 
leuchten, dass in unserer Lösung zugleich die allgemeinen für 
die fünf speciellen Gleichungen des cyklischen Systems 


22 Less + pu o(2) = 0 
enthalten sind, wenn man nur für ọ die entsprechenden 
Werthe setzt. 

Weil nun der erhaltene Grenzwerth und somit die Con- 
vergenzbedingung für die Gleichung mit constanten Üoef- 
fieienten von ọ unabhängig ist, so ist es selbstverständlich, 
dass alle fünf eyklischen Gleichungen immer die Lösung der 
Gleichung mit constanten Üoefficienten innerhalb derselben 
Bedingungen eingeschlossen sind. 

h) Indem wir nun bei derselben Aufgabe stehen bleiben, 
f(x) und (x) so einzurichten, dass die erstere durch ihre 
drei eircumplexen Functionen 3! Classe drei Wurzeln und 
die letztere durch ihre zwei eircumplexen Functionen zweiter 
Classe die übrigen zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
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fünften Grades repräsentiren, speeialisiren wir diese Gleichung 
jetzt so, dass die Coefficienten die Werthe 
Lëlz Di p(z)=0; 9la)=0 

annehmen und nur 
Pa (2) = Sus gtt; Polt) = Do 
von Null verschieden sind. 

Die fünf fundamentalen Bedingungsgleichungen werden 
jetzt lauten: 


(4) 2p + 3P =O, 
(3) 4p? Dn + 129,92 + Spe = 0, 
oder auch 


(3) 4p? p +6p paH 5us, gt) +26p +P, P +5us, xe )=0 
und 
2) (PPHPP: — 3P PP) HIPP Oppe Dag le 
(1) 320° (BP? + 6Pı Pı + 9u3.g2°) 

+ (Pè? — Pi Po) (6P? +3P, Pe H5us ere) =0, 
(0) 39, OP + 6P: P+ Šus, 22) (6 P? + 3P: Po+H5us,o LL) = Don, 


(Wir haben diesmal diese Gleichungen in etwas anderer Form 
geschrieben, weil sich an dieselbe eine Bemerkung knüpfen 
lässt, die später gemacht werden soll.) 

Die Ausrechnung liefert zunächst für (0), (1), (2), wenn 
man zunächst die in ganz analoger Weise wie oben sich er- 
gebende Form e 


Po = A_29 720 + ag 10 Hi Ad_120 y~ 12ọ + ST e 
a SÉ _ 26ọ _ 4g 
3 3 3 
P= a ue FA 960% To ne? Fees 
3 3 e A 


S — 16e 216 
3 3 3 
A Bh, SE d Ha 109% Fa ae? ck en 
3 3 


und dann in (3) und (4) 


Po = 2p V7? F a-re el F anpe Pe P 
E Ee 
2 


ES, 

P 2 2 

Be ge a E S 
2 2 2 
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einsetzt, wieder 
[4 


en E = 
d E NC Gun = br 
KS 


substituirt und (2) durch y°, (1) durch y~° dividirt: 


2) 0= OC, T dus, 3b) +3 (bi; bis + b-21 GIN y=” 4- 
+ 55_,.(20° + Sba bn 


+ 3(b1b_4+b2106-1+1062 e bh art ae Bus.) YH 
+15 [b—e (b—1b—26 + b-11 b-1) + b—1b—11b—21] 
EE 
(1) O=5 us (4bŻ6—b—1b-1) 
+5 us (— b-1b-2+ 8b-6b—21 —b-11 a y= + 
DRENE A T E E b2 ul | 
+ 5 us, (— b1 b-a 4 8b—6b—s6 — b_ub-5: y= 
+ 4 Ds E b_1 bh ze 
+3[105_ 66-2128. +b_16_1)+{b-1d_26+b_1b_1) 
| > (DË — 2b_1b_.)] 


(0) O=[3b_döns,e)?— nal L-Dptael D de +b-1b- d E 
3 21: 5 usg] 


+5 uso [33 be (db H 2b—6b—21 Hb-11b-16) WE, 
| + 335_s1 (62s +b_1 b_u)] 
+335_,|26 (20 6 +55_1b_u)+ 202152. ul 
+3 b—se (5 43,0)” 


Man berechne zunächst die drei Grössen der ersten Gruppe 
aus den Coefficienten von a und zwar 


in (2) HE 


in (0) b_; = bug o 


EE 

3 (5 tgo)? T? 
4b? 

in (1) b-u =: 
1 
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Hat man sich sodann die Werthe 
LEE BET == Able; 


3b 


gemerkt, so erhält man leicht die Grössen der zweiten Gruppe 
aus den Coefficienten von y~" 


E = 5.13 MN 
in (0) b ass D, Ai in (2) b-i =; 1 et 
SN —1 
ine u 
2 777 3 SC? 


dann aus den Üoefficienten von y*° 


p 
us 
bwl. Be 2 
7 5 


22.5:13-19-23-29 Mea 
2 EXTERN 
3 bir 


in (1) b_u= 


etc. ete. Das allgemeine Glied hat die Gestalt: 


—6 2 
q! Cl 


bern = 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partial- 
functionen dritter Classe besitzt wiederum eine endliche An- 
zahl, nämlich 5 nach q lineare Factoren im Zähler und im 
Nenner: 


B_59-16__ (59413) (59410) (59+7) (5944) 64+ 1) 


ba (4+1) a +2) (a +3)%x< 2 a 
962) 6+)6+H) i bk 
EIER GES 


Die Reihe ist also convergent für 


s ame) 
M an EC a 
od. (#5 a y»)>1; Mod. (—3°) - et 
6 


Kl 
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und liefert somit für diesen Kreis drei Wurzeln der Glei- 
chung. 


i) Die übrigen zwei Wurzeln erhält man, indem man 
diese Werthe für 


1 $Z 
3 p 16 £ 
uo, 0 3 5.13 0,0 3 
Da ® je) ch tar m Hr 
(= Baal? 
13 
„> ar 
23.5-7-11-19 0,0 chat? 
+ EN SC 2 + 3 
(* Dua el? 


5 
— 120 
2.11 2 
+ (—5us, o)” 3 
5 RK) 
3 3 
H — ap £ 
A Bag Se dE "Wa CN Ss 
ee E We 36 7 2 
dl; 5 Cäëse 
17 
DN ` 
s 22.5-13:19:23-29 ag > 
cb 310 ge: Kee (ër 2 SE 
(— 503,0)? 
in 
(4) 2% + 3p = 0 
(3) 4p? + 1590? + 129,9, + 20u p2? = 0 
einsetzt. Es ergiebt sich dann ausser 
8 e 
Sei 2 70077, a i E En 
, a (00,0) 2 (—5Hs o) 
5 
u —12ọ 
e EA H e e 
LBpaal 
H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 14 
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noch die identische Bedingungsgleichung, welche nach Division 
durch x? die Gestalt annimmt: 


2 


ER o=a (+m) + (saa Ee) Ardd 
3 TE (583,0) 
2 s DI —10g 
-+ Sao a so H 4a +6- Jl SECH ZE +: 
S.E SCH (—5us, o) 


Daraus ergiebt sich zunächst für die eine Grösse der ersten 
Gruppe aus den Coefficienten von af in (3% 


A 4 
£ r= (— 5 43,0)? 3 


dann aus dem Üoeffiecienten von 39 der Werth für 


2 


7 Dog 
eg ae 
x Le 5 ug fr 


und somit aus dem Üoefficienten von 200 für 


ete., und allgemein: 
q—1 
ppe urea S 


ae EE SEN 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder einer 
Partialfunction zweiter Classe hat also wiederum die einfache 
Gestalt: 


een 
Cette At A Are 


Die Reihe % (Gei ist also convergent und liefert somit durch 
ihre zwei circumplexen Functionen zweiter Classe zwei Wurzeln 
der gegebenen Gleichung für 
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(r) 
wE 


Mod. (— 5)? Got ->1, 
2 


also unter derselben Bedingung, unter welcher die Reihe f (æ) 
die drei Wurzeln liefert. 
Für eine Gleichung mit constanten Üoefficienten 


844234 Ass D. 


heisst diese Bedingung wieder 


AN 
Mod. (— 3)3 (5) >1, 


G) 


also genau die entgegengesetzte von der, welche wir im §17, (b) 
für dieselbe Gleichung gefunden haben, damit alle 5 Wurzeln 
durch die fünf eircumplexen Functionen einer Hauptfunction, 
welche durch eine Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten 
repräsentirt wird, ausgedrückt werden. 


B. Eine Hauptfunetion liefert eine Wurzel und die vier 
eircumplexen Functionen einer andern Hauptfunetion 
die übrigen vier Wurzeln. 
Es bleiben noch die zwei Fälle übrig von den vier am 
Anfang des $ 17 angeführten Fällen einer trinomischen Glei- 
chung, nämlich der dort mit (c) bezeichnete 


2 + pra (2) -2t + pro (2) = 0 
und derjenige, welcher von Hermite, Kronecker und Brioschi 
für die Lösung mit Hilfe der Modularfunctionen der elliptischen 
Functionen gewählte Fall (d) 

+ pr1(8) -2 + Po (2) = 0. 
Für diese beiden Fälle soll noch die Lösung ausserhalb des 
Kreises um den Nullpunct, welcher bis zu den Verzweigungs- 
puncten reicht (bei der trinomischen Gleichung liegen be- 
kanntlich alle Verzweigungspuncte auf der Peripherie eines 
Kreises) geliefert werden. Es wird sich dabei zeigen, dass 
beide Fälle, in welchen die Exponenten des jeweiligen mittleren 

14* 
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Gliedes sich zu 5 ergänzen (e) und zi) wiederum zusammen- 
gehören, wie wir das bereits bei den Fällen (a) und (b), wo 
das mittlere Glied jeweils 2? und a war, gesehen haben. 
Dort wurden beide gelöst, indem wir unsere ursprüngliche 
Aufgabe dahin abänderten, dass anstatt einer Hauptfunction 
zwei auftraten, von denen die eine zwei und die andere drei 
Wurzeln liefern. sollten. Für die gegenwärtigen zwei Fälle 
modifieiren wir in entsprechender Weise etwas anders unsere 
ursprüngliche 

Aufgabe. Wie müssen die Coefficienten e (=) in der 
Gleichung 

F (z, £) = 8# + gp, (2) zt + p; (2)? + p, (2) 2? + 

+ pı (2) z + po (2) = 0 
beschaffen sein, damit eine Wurzel derselben durch eine 
Potenzreihe 
"Lëlz Dr tn rnit Hy 

und die übrigen vier Wurzeln gleichzeitig durch die vier 
circumplexen Functionen vierter Classe von einer andern 
Potenzreihe 

fe) =at artat +9,04: 
für jeden Werth von x repräsentirt werden; respective wie 
müssen dabei % (x) und f(x) beschaffen sein? — 

Auflösung. Ganz analog wie oben in $ 18 A sieht man 
auch hier direct ein, dass mit Berücksichtigung der Rela- 
tionen in $ 14 die Bedingungsgleichungen bestehen werden: 


(4) F2) + 4m = — de), 


Du P Ip p $ 
(3) di S +2 RK = +47 (2) - P = p; (8), 
Po Da Pr WR 
(2) 4|Pı Po Ps "ëch ae A |=- m), 
RTA Pı Po D. Po 
D: Ps Mm D Po P p | 
2 
(1) Š a = Atoll pn Po Ps |=9,(), 
2 1 UD 3 
| Im Pı P 
P3 Da Dy Po f ; e 
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Po Ps Pz P 
(0) F(z) Ae Le e S A po (2). 
| P2 Pi Po Ps 
|» m m Po 

Für die Fälle, welche uns jetzt speciell interessiren, ist 

jedenfalls 
p, Lëlz Ur: la) = 0, 
und ausserdem noch in dem einen Falle (ei: 

‘ gı Liz 0 
und in dem andern (d) 

p, (2) =. 
Nehmen wir nun den letzten Fall (d) an, so erhalten wir durch 
successive Substitution die Bedingungsgleichungen in der 
einfacheren Form: 
LI Am ti) —d0, 
(8) 2°?+2mm + 5p? =0, 
(2)  P(p? +p) — 10p? = 0, 
ONE P? — 4p: ps) — (P? —p; 7 — 205 pt = g, (2), 
0) F+ pE) Fr) + pl) = 0; 
oder 
(0) £p + Engt) — MM) = 0. 

Nun kann man es allerdings so einrichten, dass auch 
nach dieser Methode die Wurzeln innerhalb jenes Kreises 
erscheinen, für welchen wir sie durch die 5 circumplexen 
Functionen einer Hauptfunction oben in $ 15 bereits für alle 
eyklischen Gleichungen dargestellt haben. Würden wir 
z. B. für 
d) 25 + 5o g F aoo = 0 
annehmen, es sei v = EC und 

Fæ) = a H aak H abt ani e 
so würde aus (0) folgen: 

0 = (a +%,0) + 5% (aoas + ar) E + 
+ Dloei (2a + aoas) Haaai, 


woraus man successive die a berechnen könnte: 


P ei e 
5 em: Së 1,1, Er pari aA del, 
a” F æo, = 0; VEER d Rn eege E. a= 2 
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etc. Da wir aber ausserhalb jenes Kreises die Lösung wün- 
schen, so wollen wir die Vorraussetzung machen (welche 
übrigens, genau wie in A. sich durch einfache Betrachtungen 
a priori bestimmen lässt), es seien 

Sa) = aas + aert + aug + a 2 E, 

dr Sieg ES 

. 4 Ze 4 4 
f (2) =a, z + aag "too? Ha u? +e, 


4 4 ER 
aleng 275 ° 
Du = a, a7! + as e + aa BEE +: ner 
1 19 39 59 
4 4: ER #4 
p= 2 kaaf +4 af +a ys +: 
7 a Kéi Si Se 
SÉ 34 54 
4 7% er! 
Da = WR e E e a E 
-7 -7 Ei 
Be $ DS CS 
s 4 4 4 
9% = 0.0 el EEN a Er 
ER et? 4 


Setzt man diese Werthe in die obigen Bedingungsglei- 
chungen ein, so erhält man die identischen Gleichungen: 


(0%) 0 = (20 a181, 1 — 0,0) + 4 (4t o, +9a_501,1)%”° 
+ 20(4* af, Oe + ad_11 i, 1) 2.190 
+ 202-410 a? +40 anp aa aA 


(1) o= (a + 5an) + |40; a „—2« a „a9 


4 N 


+ 2a a „+ 8200? a | 
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bi: a, ag — 30 (a a; + o, aa) ber Se 


D 


4 4 


4 4 4 


+a ud ut2a0 x) | $ 


d 
(3) EE UE „Tt2a af O 
d 


H 
4 


RT Be Oasa) | 


Dee E EE 


4 4 


+ (20,0 „t20 wf „+20 ya 
4 TA 


H 

4 

+2a „a aH’ e+ nen 
Si REI? 


4 


Pa, nämlich: 


u KR BETT TER u 8 
Se 35 0,0 
a FRE A Gef? 


Somit ist die eine Function Ẹ (x), welche eine Wurzel 
liefern soll, zugleich bestimmt, indem aus (4) die Werthe 
sich ergeben: 
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5 
%,0 , SW ER 
E Bei ’ Es (Ge? 
9 3 
Ee Gen zk ar an 
Eet [E & Sali H A-6 = + 29 (Get D ete. 
Das allgemeine Glied hat die Form 
Hos-+n gt 
A5g-1 eegend e 5A; (g>1) 


q! ai 


und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder (dies- 
mal einer Partialfunction erster Classe, also der Reihe selbst) 
besteht wiederum für q > 5 immer aus fünf nach q linearen 
Factoren im Zähler und im Nenner, so dass derselbe nach 
Division von Zähler und Nenner durch që die Form hat: 


NEE SC z d Ee E ee A ER 
ma EA KERN a db F 


Die Reihe ist also convergent und liefert eine Wurzel der 
Gleichung, so lange 


Di 


50, ,&\° 
Mad: ED ech Roi Er 
E S (Gel % U oad. Del ’ 
4 
also für 
z+ Ae +A =O, 
Pira 
BR 
ist, also genau die entgegengesetzte Bedingung, von der in 
$ 15. 
Die noch fehlenden drei Partialfunetionen p,, Py, p, von 
f (x) bestimmen sich aus den drei übrigen Gleichungen (1), (2), 


(3) und zwar wiederum zunächst die Grössen der ersten 
Gruppe aus den Üoefficienten von g? 


so lange 


pe ya: 
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` Ka 
Im OU) af = — Dot in (8) a BETA SEEL 
SE ES 2 a, 
4 CS d 
4 
3 
D kg 
in 2) a u=10 —-, 
22 > 
1 
4 
dann aus den Üoefficienten von x 
sag 23205 d. 
II) (1) d ENEE Ee ın (3) a Te — H 
GE a SAT T Q 
4 1 4 1 
4 4 
a’ 1 
BB Sa = 
in (2) a u= + 8580 S ete. etc. 
4 
Das allgemeine Glied der Reihe hat die Form 
d 
V (—5 11:4 
PE LI: Ee 
a 501 T 4 = E 4 
ar L z q! ail I 
1 
ji 4 


und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder in 
einer Partialfunction vierter Classe hat wiederum die ein- 


fache Form 


ahy Ku 


at 


EE EE EE 
Die Reihe ist also convergent und liefert durch ihre vier 
circumplexen Funetionen vierter Classe vier Wurzeln der ge- 


gebenen Gleichung wiederum für 


EEE a 


PR e 
Mod. (GI SN 3 e, E 
3 (5 ef PR 2 (22) 


d. h. wiederum für 
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CY 
Mod. Ye S Ay SA 
4 


was wir beweisen wollten. 


Ganz analog ist der noch unberücksichtigt gebliebene 
Fall (c) zu behandeln. 
Für 
Le z + p,(2)2* + pol) = 0, 
wo also 
p(z) = 0; RM) I; p(x) =0, 
verwandeln sich nämlich die obigen Gleichungen in 


(4) F2) + 4p + p, (2) =0, 
(3) P? + Zus + Po (2 P (2) +59) = 0, 
GI P2(91? + P?) — Po (P4 (x)? + 69, p(x) + 109°) = 9, 
(1) (P? — 2P1P? ptn 

— Po (49, (2) +44 pP, 9, (2) + 164p p, (x) +205p) =0, 
(0) alt Lea. FaH 9) = 0 


(wobei die von p, unabhängigen Glieder mit den ent- 
sprechenden in dem soeben behandelten Falle d (pag. 213) 
vollkommen übereinstimmen). 

In unserem speciellen Beispiele 


g, (£) =.5 Vagt; Polt) = Voo 

folgt aus (0), wenn man 

Y (L) = 08 F 1-40 + aot + aa H 
annimmt und im Resultate durch 50 dividirt: 

O= aglagt 5 vag) + [a (ag + 4ra) 5a + vo] 
+5 % (o (Oe E 4 Del de 2 OC, (% 3 v4,0)] ee 4 
FHS ao [aie + 4 v4.) % +20_% {ea + 200099) 
+ 274, (a, + Saga) ae +, 


und somit 
PR 
e EVA Zei 0,0 
= Dei Aie ee Ee, 4 "wë? 

EE ọ 

3 

Ton 

N-140 sur 26 SST a 
Ki 
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etc. und allgemein 
q—1 
kJ] s1+1+» 4 
> 1 Ton .» >). 


Es 5g—1 ? 
q ei 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partiai- 
function erster Classe, d. h. der Reihe selbst, hat die Form: 


ae ee ck 
"ien re 


so dass die Reihe convergirt und ein e) Wurzel der Gleichung 
liefert, so lange 
a0 


Mod. (3. SR =e) l; 
a, 
ist, wenn die Gleichung in der Form 


ar 
ep Luef: St + voo = 0; 2 + Aal + 4 = 0 


gegeben ist. 
Damit ist auf Grund von (4) auch p, zugleich gegeben 
und convergirt innerhalb desselben Kreises. Setzt man nun 


; (g>5), 


Ta > 


2 3 
tg LBE 0,5 26 90,0 i4 
De ER NE es EE 

a o a 
g e 
G 21€ 419 
4 43 EE 
Be BE T, +4 219% Fa nof +, 
Kat ER 4 
09 DE GE 
4 4 4 
P= 4 ef +a 200 P +a wo? +++, 
4 FR SS 
He 9 He 
H 4 4 3 
Ze ze EE y Ta ue Fa vue +3 


4 4 4 

*) In den Fällen, wo eine Reihe nur eine Wurzel liefert, tritt gar 

keine Vieldeutigkeit bei der Bestimmung der Coefficienten auf, indem 

alle Bestimmungsgleichungen linear erscheinen; wenn aber eine Reihe 

k Wurzeln liefern soll, so sind alle Bestimmungsgleichungen bis auf 
eine ebenfalls linear, aber eine ist eine binomische kten Grades, 
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in (1), (2), (3) ein und dividirt dieselben resp. durch «=, 


ae, x7°®, so erhält man: 


4 90,0 2 2 E a ak 
(1)0=[a A -l ao a otta o% zio 
SST e 4 D Kan 
2 2 
4% a gta of ue 
4 4 4 
2 
5 i 
Pass! 7 
% 
1 90,0 
(2) (> a ef 6 S 
AC ET y % 
2 
+1a „la, +2 ef ot 
SS EE ES EE 
2 
2 570,0. e 
+a ef oe SEI ek , 
Fa 9 e 
3.019 2 1 Vun 
8) Kap wé gë u ta 6 TEE 
Ss datz 8 eh o 


` 2 
+2a „a a ae 
So ao 


3 
` T 
4 TED 1 Ton 
WË ee TS "r er Ce 
y $ (594,0) 4 
3 5 
4 T 
Var SE Me 663 90,0 
E Pe u Bam, AR "oi 
3 (574,0) 4 (Gaudi? 
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6 d 
CR » 
SE 1848 99,0 _. 43263 70,0 
in io Zeg EE ne 
sat Ee EE CR 
(5 24,0) (5 V4 o) 
und allgemein: 
q—i 
git 
RT —5g—1-+4-4) 4 
70,0 
WEN. a Rear: ra > H 
Gë, q Ze 
nd 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend 
einer Aen Partialfunetion Aer Classe unserer Reihe hat wiederum 
die von ¿ unabhängige und somit für alle Partialfunetionen, 
also auch für die Reihe selbst chararkteristische Form: 


“_ (69+21) 
Ast 


4 e 
x 1 
— Er. 


2:5 sX- SE ei "og 


BEER HH). SCH 


Die Reihe ist also wiederum convergent und liefert zu- 
gleich durch ihre vier eircumplexen Functionen 4'° Classe vier 
Wurzeln der gegebenen Gleichung ‘unter denselben Be- 
dingungen, wie Ir) eine Wurzel liefert; und zwar ist die 
Bedingung genau die entgegengesetzte, wie in $ 15, so dass - 
die Lösungen sich ergänzen. 

Somit ist die Lösung aller möglichen trinomischen 
Gleichungen Dier Grades (deren Coefficienten als Functionen 
von % die einfachste Form haben) für alle Fälle durchgeführt 
und zwar so, dass in jedem Falle zugleich das ganze cy- 
‘ klische System von Gleichungen mit gelöst wird. (In den 
Fällen, wo die Lösung nur für einen Werth von 2 durch- 
geführt wurde, wird nach den früheren Angaben es sehr 
leicht sein, für die übrigen Werthe die Lösungen zu ergänzen.) 
Man sieht aber auch leicht, dass die Theorie unsrer Lösungen 
in ihrem Principe überhaupt unabhängig ist von der an- 
genommenen speciellen Form der Coefficienten; es kann viel- 


(gq>5). 
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mehr die Gleichung eine vollständige und die Coefficienten 
können gewisse Potenzreihen von æ sein. Die Form der- 
jenigen Potenzreihen, welche im allgemeinern Falle sämmt- 
liche Wurzeln liefern sollen, wird dann nur etwas compli- 
cirter und deshalb haben wir als Beispiele diese specielleren 
Fälle ausführlich behandelt, welche später durch ihren Zu- 
sammenhang den Uebergang zum allgemeineren Fall illustriren 
sollen. 
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Schlussbemerkungen. 


a) Die ausführliche Durchführung der verschiedenen For- 
men der Lösungen für die speciellen trinomischen Gleichungen 
Dien Grades wäre an sich nicht nöthig gewesen, da es möglich 
ist, jede derselben auf die andern zurückzuführen, indess wird 
es sich zeigen, dass bemerkenswerthe Beziehungen zwischen 
den einzelnen Fällen stattfinden, die das Bestreben, sie des- 
halb alle nebeneinander aufzustellen, rechtfertigen dürften. 
Ausserdem wird es sich deutlicher bei der Behandlung des 
allgemeinen Falles herausstellen, dass diese Beispiele geeignet 
sind, jenen allgemeinen Fall besser zu beleuchten. 

b) Was den allgemeinen Fall betrifft, so muss noch 
zwar gar vieles von dem, was in diesem Abschnitte angedeutet 
worden ist, ausführlicher behandelt werden (das soll in den 
weitern Abschnitten geschehen); jedoch darf ich wohl, glaube 
ich, annehmen, dass in der gegenwärtigen Arbeit der Haupt- 
zweck der Anwendung unserer Cofunctionen auf die Lösung 
algebraischer Gleichungen klar genug hervortritt, indem keine 
prineipiellen Schwierigkeiten vorliegen, auch für die Dar- 
stellung in der Umgebung beliebiger Verzweigungspunkte 
dieselbe elementare Behandlung, welche lediglich auf Gesetzen, 
die aus identischen Gleichungen, aus elementaren zahlen- 
theoretischen Congruenzen sich ergeben und auf dem ein- 
zigen Begriffe der Convergenz einer Reihe basirt, weiter 
durchzuführen. x 

c) Wichtig ist folgende Bemerkung. Für die trinomische 
Gleichung genügen deshalb zwei Lösungen, eine innerhalb 


eines Kreises um den Nullpunct und eine andere ausserhalb 


dieses Kreises (oder um den Unendlichkeitspunct), weil in 
e 


e 
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=% 


x EH 


7 


ee auf der les des Kreises og: Der Zweck 

_ unserer ersten Methode für die Erweiterung der Lösung auf 

die ganze Ebene bei dem allgemeinen Falle (8 10), welche in 
‚einer Anwendung der Fuchs’schen Substitution 


fw) 

T wgw) 

besteht, charakterisirt sich darin, dass sie durch eine vor- 
geschriebene Abbildung der Ebene jeden allgemeinen Fall 
auf einen solchen zurückführt, wo sämmtliche Verzweigungs- 
~ puncte auf der Peripherie eines Kreises liegen. Dieses soll i, 
= später ausführlich behandelt werden. 


kd 


TR AA 


P Lg Se 


€ de IYCZNY 
Tau "al? um‘ 


) Wapozaurabkte oer 
(SL: DE "Ota Gr obhizE, 
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